


BfBUOTECA 



NAZIONALE 


NAPOLI 


BIBLIOTECA PROVINCIALE 


Num.° d' ordinc 


Digitized by Googli 




UM/' 


2 i 
<?Z 


Digitized by Google 



Digitized by Googlej 



RECUEIL D’EXERCICES 

SCR LE 

CALCUL INFINITÉSIMAL. 


Digitized by Google 



L’Auteur et l’Éditeur de cet Ouvrage se réservent le droit de le traduire ou 
de le faire traduire en toutes langues. Ils poursuivront, en vertu des Lois, 
Décrets et Traités internationaux, toutes contrefaçons, soit du texte, soit 
des gravures, ou toutes traductions faites ou mépris de leurs droits. 

Le dépôt légal de cet Ouvrage a été fait à Paris dans le cours de i865, 
et toutes les formalités prescrites par les Traités sont remplies dans les 
divers États avec lesquels la France a conclu des conventions littéraires. 


Tout exemplaire du présent Ouvrage qui ne porterait pas, comme ci- 
dessous, la signature de l’Éditeur, sera réputé contrefait. Les mesures 
nécessaires seront prises pour atteindre, conformément à la loi, les fabri- 
cants et les débitants de ces exemplaires. 



Paris. — Imprimerie de Gacthier^Villars, successeur de Mallet-Bacuilliei, 
rue de Seine-Saint-Germain, io, près l'Institut. 


Digitized by Google 



RECUEIL D’EXERCICES 


SUR LE 

CALCUL INFINITÉSIMAL, 


Par M. F. FRENET, 

Ancien Élève de l'École Normale, Professeur à la Faculté des Sciences 
de Lyon. 



OUVRAGE DESTINÉ 

AUX CANDIDATS À l'ÉCOI.E POLYTECHNIQUE ET À L’ÉCOLE NORMALE, 
AUX ÉLÈVES DE CES ÉCOLES, 

ET AUX PERSONNES QUI SE PRÉPARENT À LA LICENCE 
ÈS SCIENCES MATHÉMATIQUES. 


DEUXIÈME ÉDITION, 

REVUE ET AUGMENTÉE. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS , IMPRIMEUR-LIBRAIRE 

DE L'ÉCOLE IMPÉRIALE POLYTECHNIQUE, DD BUREAU DES LONGITUDES, 

SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER, 

Quai des Augustins, 55. 


1866 


(L'Auteur et l’Éditeur de cet Outrage ae réaerreut le droit de Induction.) 


Digitized by Google 



Digitized by Google 
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AVERTISSEMENT. 


Cet Ouvrage a pour but de familiariser avec l’emploi 
du Calcul infinitésimal les personnes qui étudient cette 
branche des Mathématiques, et de leur faire nettement 
saisir, par des applications variées, le sens et la portée 
des théories générales. Il se compose de trois Parties. 
Dans les deux premières, dont l’une est consacrée au 
Calcul différentiel et l’autre au Calcul intégral, le titre 
des paragraphes apprend à quel genre de considéra- 
tions se rapporte la solution de chaque problème. 
Cette indication est omise dans les Questions diverses 
formant la troisième Partie ; on a laissé au lecteur, 
préparé déjà par ce qui précède, le soin d’y suppléer. 

En présence des ressources multipliées qu’offraient 
à l’Auteur les œuvres des Maîtres, les collections 
savantes et les journaux scientifiques, la destination 
particulière du livre a déterminé le choix des matières 
et les limites qu’on s’est imposées. Les applications 
qu’il contient rentrent, en général, dans le cadre du 
Programme de la licence ès sciences mathématiques. 

Des publications analogues, répandues en Alle- 
magne et en Angleterre, ont fourni de précieux secours. 
On a surtout largement puisé dans l’excellent ouvrage 
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avertissement. 


de M. D.-F. Gregory, intitulé : Examples of the pro- 
cesses of the differential and intégral calculus. 

Celte nouvelle édition se distingue principalement 
de la précédente par des additions nombreuses qui en 
ont beaucoup accru le volume. La plupart se rattachent 
à la première Partie. Le Calcul différentiel occupant 
enfin, dans les Cours de Mathématiques spéciales, la 
place qui lui convient, on a jugé utile d’offrir aux 
élèves qui les suivent une plus grande variété d’exer- 
cices et plusieurs résultats de nature à les intéresser. 
11 est vrai que la notation de Leibnitz, employée ici, 
n’a pas encore accès dans l’enseignement secondaire, 
mais on a pris soin d’expliquer en tête du livre les 
notations et définitions qui pourraient embarrasser 
le lecteur. 
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NOTATIONS ET DÉFINITIONS 

PRÉLIMINAIRES. 


VU 


!.. )(«-*)...(» -g ±l) = M. (E 0 UI-) 

1.2. 3 . ..(/» — i)p \pj 

n. <J — 7=t. (Gadss.) 

ni. Logx désigne le logarithme népérien de x. 

IV. L’expression 

fl — h 

2 F (*), 


dans laquelle a et b sont des nombres entiers, représente 
la somme des valeurs que prend F(n) quand on y remplace 
n par chacun des termes de la suite 

a, a- 1 - 1 , a+2,..., b — t, b. 


La même somme s’écrit plus simplement 
b 

2 f (") ou 2 F W’ 

a 

lorsqu’il n’en peut résulter aucune ambiguïté. 

V. Les coordonnées d’un point rapporté à des axes rec- 
tilignes sont ordinairement désignés par x,y, z. Les coor- 
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VÏII NOTATIONS ET DÉFINITIONS 

données courantes le sont quelquefois parX, Y, Z. A moins 
de mention expresse du contraire, on suppose les axes per- 
pendiculaires entre eux. 

r et Q représentent les coordonnées polaires d’un point 
dans un plan. 


VI. Soient Ax et A y les accroissements correspondants 
de la variable X et de la fonction y =f (x) ; la limite du 

rapport quand Ax tend vers zéro, limite qu’on nomme 

indifféremment la dérivée ou le coefficient différentiel dey, 
est exprimée par l’une quelconque des formes 


— (notation de Lf.ibnitz), 
dx 

/'(•*) ( notation de Lagrange), 

Djj- (notation de Cauchy). 

On emploie aussi les formes plus simples 

r'. f' x , /'» Dr. 

quand il n’en résulte aucune ambiguïté. 

Le produit de la dérivée par dx est la différentielle. 
La recherche de la différentielle ou la différentiation 
d’une fonction est donc un problème identique à la recher- 
che de la dérivée. 

La dérivée de l’ordre n peut s’écrire 


ou encore 


Soit 


/<">(*), D >> 

r ( “\ f[ n \ /<”>, D”/. - 


“ = /(*. r. *); 
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PRÉLIMINAIRES. 


IX 


si l’on prend la dérivée de u n fois par rapport à x, la déri- 
vée du résultat p fois par rapport ay, puis celle du nouveau 
résultat q fois par rapport à i , la quantité à laquelle on 
parvient ainsi est représentée par l’une quelconque des deux 
expressions 


d" iy D ? u, 

* r ‘ ’ 


{ {n+f+q u 

dx'dyfdzi 


VII. Soit <p (x) la dérivée d’une fonction f(x)', l’ex- 
pression 



qu’on nomme V intégrale de tp (x) <7x, désigne une fonc- 
tion dont la dérivée est <p (x); et le type le plus général 
d'une pareille fonction est représenté par 


/(*) + c, 



dx *4- C , 


où l’on entend par C une quantité quelconque indépen- 
dante de x. 
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(îx'-i)*+* ( a x*— 1 ) 4 — x 

Page 273 , ligne i 5 , au lieu dedzxdy , lises sdxdy. 
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(»•-*■ n*)* 
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RECUEIL D’EXERCICES 

SCR LB 

CALCUL INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE PARTIE. 

CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

QUESTIONS. 


§ I. — Introduction. — Séries, produits de facteurs en 
nombre infini. 


1. Trouver les sommes des séries convergentes 


(>) 

( 2 ) 

( 3 ) 


i 

— — > 

1.2 

I 

O’ 


2.3 

Ï4’ 


n ( n -4- i) 

i 

n [n -4- 2)’ 

i 


i [m -4- i) + n[m + n) 

Le nombre m est supposé entier et positif. 

2. Prouver la divergence de la série dont le terme géné- 
ral est 


a •+- n b 
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a CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

3. Démontrer la relation 
p = n 

» , nx n+ ' 1 — ( n i ) x" +l -I- x 

2 * i ,xf — — 

p — * 

Cas où ;i = oo . 

Démontrer la relation 


(. -x)> 


iS (x-b/l 


(•r-f-n) (x-t-a-t-i) (x+/i+j) (ar— 3 x(x+i) (x-4-2) 


5. Démontrer la relation 


( I -+■ x)~P — 1 — p.r -t- . . . 

. , u(ti - 1 - 1 ) . . . (ta -t- p — I ) 

-1- (_ 1 y rj.r ' — . c — c : . r v -t- .... 

' 1 .a. . .p 

O11 suppose p entier positif et x <[ 1 . 

6 . Etant donnée la série convergente 

x .r (x-bA,) 

a -y- h' (a ~b A,) (a -b A,)' 
x(x -+- A,) (x -+■ h,) . . .(x -t- A„) 

(a h,) (a -b A 2 ). . .(n -b h „. ,.,) 

on demande : 

i° La somme de cette série, sachant qu’elle est indépen- 
dante des quantités positives non décroissantes h t , h t , . . . , 

h ; 

a° Le procédé au moyen duquel cette série a été formée. 
On suppose x 'a. 

7 . Condition de convergence de la série 

a a (a -I- 1) „ a (a -I- 1). . . («r -t- n — 1) n 

*’ b X ’ b(b-bi) ’ b (b -t- 1) . . . [b -t- n — 1) ’ 
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QUESTIONS. 3 

Examiner le cas où x = t, et trouver la somme de la série 
particulière obtenue. 

8. Reconnaître la convergence ou la divergence des 
séries : 



(2) tang“ tang* tang« (~^) — 


On suppose a > o, - ^ ]> o. 

9. Déterminer la convergence ou la divergence des 
séries : 

1 

jj jj X 

( 1 ) logséc-, logséc — — »•••, logséc >•••* 

' ' b d 0 fi -h 1 a a -4- n 

i -4- tang ï j , log (/ + ‘“"g J » * ■ • ’ 
iog (i + tang^--),.... 

jj TT 

On suppose ~ < - • 

10. Calculer les sommes : 

p == n p — n 

sin (a -bpa), ^ cos (a -+- peu). 

p=z O P —O 

11. Soit une série à termes positifs 

(A) HO, Ht»,..., Ht-),..., 

dans laquelle chaque terme se développe en une série con- 
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4 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

vergento à ternies positifs, de telle sorte qu’on ait : 


Ht*> 

= «, -t- «, 

H- -4- . 

. . -t- u„ 

-4- . . . * 

H (0 


-+- «5 1 ^ ' 



B !b,) 

Im) , (m) 

~u 0 ’-hu\ 



Si l’on forme les nouvelles séries 



("♦) 

u o* u o y 

& 

(m) 

u 0 t • • • 

» 

(*.) 

(f) 

"i > 



* 

(«») 

0 ) 

"ni «« * 


(m) 

< •••• 

9 


elles sont aussi convergentes, et leurs sommes respectives 
V 0 , V, . . . , Y„,. . . forment une série convergente ayant la 
même somme que la série (A). 

Le théorème subsiste pour des séries à termes quelcon- 
ques, pourvu qu’elles ne cessent pas d’être convergentes 
quand on y remplace chaque terme par sa valeur absolue. 

(Cauchy.) 

12. Développer 


t 

y — L_ _ 

I — 7.X COS5( 


X> 



7.X 

I -t- X‘ 


cos a 



en série convergente de la forme 

I -t- A,x -+■ . . . -h A,„_| •tf’" -1 -t- A.„.r ! " -4- . . . . 


On suppose x x . 

13. Trouver la limite vers laquelle tend le produit 
P„ = r os a cos - cos — • • • cos — » quand n croît indéfini- 

7 2 " 1 

ineni. 
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QUESTIONS. 5 

li. Si les fractions positives décroissantes 

(i) ««» «i, u,,..’, h «,••• 

forment une série convergente, on peut prendre le nombre m 
assez grand pour que les produits 

A/ — (• Hm+ï ) (t “oh-î) • • . (l U m +p) t 

= (* ■+" “m+i) (* ■+* “m+>) • ••(!*+- u m+p ), 

diffèrent de l’unité aussi peu qu’on voudra, quelque grand 
que soit p. 

15. Si les fractions positives décroissantes 

u„ u„ 

forment une série convergente, les produits 

A„ = (i — u.) (i — .(i — «»), 

B„= (i -+- u,) (t + «,).. .(i -t- «„) 

tendent vers des limites finies quand n croit indéfiniment. 

16. Si les fractions positives indéfiniment décroissantes 

(i) u„ u„ u,,..., 

forment une série divergente, le produit 

A„ = (i — «,)(! — u,).. .(l — «„) 
tend vers zéro quand n croit indéfiniment, et le produit 
B b = (i Ko) (l + II,). . .(! 
croit sans limite dans le même cas. 

17. Démontrer que la série 

m t ni (ni — i) 

(l) t !-• •••+( — t/ ... 

' ' I 1.2 1 .2. . .p 

a pour limite zéro, quand m est positif, et croit indéfini- 
ment quand m est négatif. 
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6 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

18. Transformer la série convergente 

I, «I. 

en un produit de facteurs dont le nombre est infini. 

Réciproquement, transformer en série le produit conver- 
gent 

(l -+- Fi) (l -+- e,). . .(i -f- . .• . 

(Stern.) 

19. Déterminer les coefficients Ai, A J; . . ., A„, qui ren- 
dent identiques les deux développements 

P„ = (i -f- xz) (i -+- x’z ) . . .(i -+- x"z), 

S„ = l + A, z 4- A -4- ... H- A"z"; 

puis former la série convergente qui représente la limite 
de P„ quand on fait croître n indéfiniment. 

On suppose x et z moindres que l’unité. 

20. Démontrer les identités : 


sin/nx = in sin 


sirrx 


*( f'- — 

\ sin* — / \ sin* 2 — 

\ ni / \ ni j 


tA) 


X / i 


sin’.* ' 

. m — i ir 

sin 1 

2 m , 


sin mx = m coÿ"x tanga; 


\ lang 3 - 


(«) 


( tang’.r \ 

tt'- 


tang’.c 

. * 
tang 3 2 — 


on m représente un nombre positif impair. 
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QUESTIONS. 7 

21. Des relations précédentes déduire celles-ci : 

'-'(■"■“X— (■-$?)- 

x r.- 




dans lesquelles l’arc x esl compris entre n n et (n ■+• i) n, et 
le nombre entier n est plus petit que le nombre impair m. 
On s’appuiera sur les inégalités : 


sin (n A) sinn tang [a ■+■ 

(C) “a + a " < ~7~ t ~^T/7 


/>) tang a 

> 5 


qui supposent a et a -f- h moindres que et h essentiel- 
lement positif. 

22. Démontrer les deux relations : 


(Euler. } 

23. Vérifier les relations suivantes au moyen de la for- 
mule de Moivre : 



8 


CALCUL DIFFÉRENTIEL 


cos (a: -+- u h) = cosar — (^j sin (x -+- ^2 sin - j 


-0 


(* 


;) ( ,si "j)’ 
,A\ [ . h\* 

» - I 2 sin - | 
1) \ 1) 


(4) cos (- + 4^) ( 2 *in ~)* 


On suppose n entier positif. 

24. Calculer les sommes: 

pzs=.n p — n 

^ a:Pcos(a -+- /Ja), ^ xt sin (a -t- pa.), 

P — 0 p — o 

et en déterminer les limites quand on suppose que n croit 
indéfiniment. 


§ II. — Différentiation des fonctions explicites d'une 
seule variable. 

25. y — ( 1 -t- 2x — 4*’) (1 — 2x + 4 ** — 4- c *)- 
I -t- 3x ■ — 3a: 1 


26. jr: 


3a: 3 — gx 1 -+- 9 a: — 3 
x 


27. y — 

( a 3 — a: 1 ) 3 

. J 

28. / = (9u J — Sabx -+- 5è J x 3 ){a -t- bx)* . 

29. y = (56 3 x 3 H- Soab'x* -(- 4oa s 6a: -t- i6« 3 ) (a -+- bx) 2 . 

30. y = {x-7.f(x- i)~' 7 (x- 3)'^. 

[f.r + l)(x+ 3)']’ 


31. y 


( X -+- 7. Y 
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9 


3-2. / = logjJ^- 4 -x- 4 -(«-+-kr 4 -x J ) J J. 

(i + x^-f-Çi — x ) 1 


33. y = log 


34. y- 

35. y. 

36. y — 


(H-x)’ — (i — x) J 
: log(logx) = log,(x). 

= log»(x). 

96 288 


25 


37. y 

38. y = e ‘ tc ‘' n *. 

39. y = aie tang 


— t2 _ - 4 - log (4 — 5x). 

(4 — 5x) s 12.5 

1 ia5 65 35 - , 

-H r + — x 1 -t- 5x> 

* 12 3 2 -t- 5 log 


( 1 -4- X )‘ 


I -+- X 


i. 




40. y = 

41. y. 

42. y. 


1 b ■+• a cosx 

— are cos — —7 

' a -t- b cosx 


43. y 

44. y 

45. y 


{a'— b') 1 
: log tang + f ) ' 

- - sin’x cos’x — cos’x — 3 cosx — - cotx cosécx 
5 i5 2 

-llog(ung^)- 
= arc tang [(~-j) ‘angfj- 


r sinx 


— log [x - 4 - (x J — a}) 1 \ 


. x 
■ arc sec-- 
a 


46. y — 


4 x sinx — cosx 4 rsin J ~ C0SJ: _ u 
20 cos s x i 5 cos 3 x i5 

X (x langx 4 - log cosx). 
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47 . 8in ') ]. 

48. r = — 

2p \m n j ° m -+- n -+- [ni — n) cosx 

217 sinx 


arc tang — 

1 / i i\ 

— 1 — arc tane 

2 q \m n J 


2 p sinx 


m — n -t- (m -t- n) cosx 
On suppose les relations suivantes : 

m' — a 4- b -+- c, n 1 '— a — b -t- c, 
p , = -Ç(m — n)' — 2C, q 1 = ^ (m -t- /i) J — 2 c. 

49 . Les fonctions x ,, x t ,. . x n étant définies par les 
équations suivantes : 


X, =Çx^X, X, = \jxtyxx,,. . . t X„ ^XX„_, , 

trouver la dérivée de la fonction vers laquelle tend x„ quand 
n augmente indéfiniment. 

50 . Étant donnée la relation 

sinx -+- sin (x -f- h) -+- sin (x -t- 2/1) -t- . . . -t- sin (x -t- nh) 

. / nh\ . n -+- 1 

sin I x H- — j sin — - — n 


(0 


. h 
sin - 


en déduire l’expression de la somme 

(2) cosx -t- cos(x + Ji)+ cos (x -I- 2 4 ) + . . . -t- cos (x -+• nh). 

(JN° 10.) 


51 . Démontrer les relations 


sinx -f- asm 2x + ... + « sin nx 


(n -t- 1 ) sin nx — n sin (n -+• 1 ) x 

4 sin’ — 

2 


cos x -!- 2 cos 2 x -+■ nvosnx 

( n + i)cosnx — « cos ( « H- 1 x — ! 
x 


4 sin‘- 
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52. Étant donnée la relation 


/ \ / -A / n — i \ sin/?-c 

,inx sin [x+ -J sin [x+2 -JH -+- »> n *] ~~ 'a*- 7 ’ 

é c ’ y. -f. . . . -t-coséc 1 — = «’coséc ! «.r. 


en déduire 
coséc’x-+- coséc' 


§ III. — Différentiation des fonctions explicites de 
plusieurs 'variables. 

53. u — 2 ’]x-'—i 8 x’y + i 2 xy'— 8 y‘. 


54. u — arc sin 


(x'-r'Y 


55. u = log 


56. u = arc tang 

57. u = arc cos 


(* J 4-r>) 3 
x ■+■ (x* — y 2 Y 

x — (x' — y’)* 

• 2 .x -f -y — x’y 


58. u — log tang 


i — 2xy — x‘ 
i — xy 

(i -t - x* -+- y* + x' y'Y 
r. 


X 


59. U : 

60. u 


ay — bz 
cz — ax 
c’y 


(s+x'Y 

51. I u~ sin.r cos/sinz 4- cos .r sin/ sin s 

j -+- cosx cos/ cos 2 — sin x sin/ cos z. 

62. n = z’ X . 

63. Appliquer le théorème des fonctions homogènes » 
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1 T 

la fonction 


u — (x + / + i) ! -(i + ^-!)‘-(î-; -+- — (y -+-z — *)>. 

64. Soit 

«=/(*» X, s. *) 

une fonction homogène des quantités x, jr, z , t, et 
U = F(X, Y, Z, T) ce que devient cette fonction quand 
on y remplace x, y , z , t par des expressions linéaires en 
X, Y, Z, T. Démontrer qu’on a 


V . Y rfF ^7 rfF , X rfF 

x ‘ ^ + r ' ^ + ^ + ^ - X| ,7x +Y ' rTŸ +Z ‘ rfZ +Tl rfT ’ 


Xi, y,, z t , t, étant les valeurs de x,y, z, t correspondantes 
aux valeurs Xj , Y, , Zj , T, des variables X, Y, Z, T. 

65. Etant donnée la fonction 


u = x"f 



démontrer la relation 


d 2 u d 2 u d 2 u d’u 

x‘ h r 1 —, 1- s’ -r-T -t- sxr 

J rir 2 rlr* J 


d'il 


dx 2 


• 1ZX 


dy 1 d: 
d 2 " 

— n[n — ij u. 


-t- i yz 

dxdy J dydz 


dzdx 

66. Étant donnée la fonction 
u=cv, 


trouver 


d*u 


dxdydz 

67. Étant donnée la fonction 
u xx arc tang 


xy 


d 2 u d' u 

Uouver Tïïy et 7/x ,77’- 


( i + x’ + y : 
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08. Etant donnée la fonction 

I l j. l i 

u= x[a 7 — f)* (a 3 — i ) 3 -+-y(a 7 — *’)’ (a 3 — x 3 ) 3 
+ (a 3 — x 1 ) 3 (a 3 — y 3 ) 3 — xyz , 
démontrer qu’on a 


i3 


( a ) 




— — (a 5 — x ’)* ( a 3 — y 7 ) 3 ( a 3 — z 7 ) 3 


rf’n 


dxdydz 

69. Des équations 

(l) '=/(*> ?), “ = F (x, y), 

où x et y sont des variables indépendantes, on déduit 

(a) •* = ?(«,'). 0; 

démontrer qu’on a 

(/; K -f; f-j +*. - ?; f, ) = > . 

§ IV. — Différentiation des fonctions implicites. 


70. (IX -4- by -+- xy — (x 7 ■+■ y 7 ) 3 . 

X -4- Y 

71. y" = - 

x —y 

72. i -f- xy = log {en -t- e~v). 

73 . r — X _^EZ. 

X log/ / logx 

74. y = I -+- xeJ. 

75. x sin/ — cos/ -4- cos iy = o. 
7G. /siux — cos(x — /) = o. 
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77. y sin/ix — ae" x+ f — o. 

X i 

78. e x -+■ [séc (xy)] = o. 


79. arc sin 


/.r* + x* — 3x 3 .r \* _ 

\ y 3 -+- X 5 — 3 X/ 1 ) 


80. y 3 — 3/are sinx -4- x 3 — o. 

81. /arctangx — r’H-x 3 =;o. 

a y i 

82. x = a arc cos — — (a<i y — /’)' . 

Trouver ~ ei ~~ ■ 

dx dx‘ 


83. Étant données les équations 


( X 3 -I-/ 3 — 3 ! + fl = O, 

z s — 7. y 7 — x -t- b = o, 

dy dz 
trouver — et — 
dx d.r. 


84. Étant données les équations 

x 3 y' -h z 3 — 2 xyz = o, 
■*-+-/ -+- z = a, 


dy 

trouver 

dx 


et 


dz 

dx 


85. Étant données les équations 


u* -I- x 3 -4- y 1 -4- z’ = n 3 , 

|o g(xr )+£ = *’, 

IOg (i) ^ — C ’> 


du 


trouver — • 

dx 
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8G. z étant une fonction des deux variables indépen- 
dantes x et j', définie par l’équation 

(') z=x-t -y/(z), 

démontrer la relation 

(a) D r [ ? (z)D 1 z] = D i [ T (ï)/(a)D J ï]. 

87. La fonction z étant la même qu’au numéro précé- 
dent, on a 

D r "z = D"-[(/z)*D t z], 
et, plus généralement, 

d;f(z)=d;-[f'(z)(/z)-d,z]. 


88 . 

89. 

90. 

91. 

92. 

93. 

9i- 

95. 

96. 

97. 

98. 

99. 


§ V. — Dérivées d’ordre quelconque. 

j =(a — bx)r. 
y — cos ax. 
y — cos 1 x. 

y — cos P x, p entier positif. 

y = log- 


I -4- x 



y — e TCOSÛ cos (xsin 6). 
y = ^"cos [bx - 1- c), 

P 

y = x (a -4- bx ) a . 
y = xf (l - x)t>. 
y—xP\ogx. 

(a -+- x )P 

y ~~ (b -hx'jl' 
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«6 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

100. y — e“ x cos bx.xf. 

101 * 

102. y X 

103. y 


104. y — 


a 2 — b 2 x* 
I 

a 2 - 4 - b 2 x 1 
x 


AM ! « + b T 

105. r=iog -— Tx - 

106. y — arc sin x. 

10 1 . y = arc tang - • 


108. y = arc tang 


’lx COS a 

109. y = > m entier positif. 

x"' — a'" 1 

xP 

110. y= — -» m et p entiers positifs, p m. 

111. y — e“\ 

112. Déduire du numéro précédent les dérivées d’ordre 
quelconque de cos (x 1 ) et de sin (x 1 ). 

i 


113. y. 


e*-f- I 


114. Démontrer que deux fonctions u et v d’une même 
variable sont liées par la relation 


(») 


| cD "a — D n («(') — D* _1 («Dp) + 

| + (— i)f ^D—/’(uDi’p)-b. ..+(-i)’«D , i'. 

115. Prouver que la dérivée de l’ordre n de la fonction 
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&“ <f ( x ) peu! être mise sous la forme symbolique 
e“*(a 4- D)"y(x). 

116. En supposant x = e‘, démontrer qu’on a symbo- 
liquement 

(D, - n) (x» D» = *"+• D” + ‘ y, 
et conclure de là la relation 

x n V) n x y = (D< — «) (D, — 2 ). ...(D, — n — 1 ) D,y. 

117. Vérifier l’exactitude de la relation 

D^yf-r 1 ) = (a (x 1 ) -4- «(» — 1 ) (x 1 ) -4- . . . 

n(n — 1 )...(« — 2 X* -H 1 ) , , . , . 

4 : - — i { 1 x )*~ >*/(”-*) (x 1 ) 4- . . . 

I . 2 • . . . A 

La formule s’arrête dès qu’on arrive à un coefficient nul. 

118. Déduire de la relation précédente l’équation 


<l ,4 ~'[i — x’)" - 5 ’ i.3. S... { 2 / 1 — 1 ) . 

1 - = (— i)*-' - ' sin «a, 




ou 


x = cosa. 


(O. Rodbiguk ) 


1 19. Calculer les dérivées successives de 
y — (arc sinx)’ 

pour la valeur particulière x = 0 . 


120. Calculer les dérivées successives des fonctions 
y = cos;* (arc sin x), s = sin p (arc sin x) 

pour la valeur particulière x = o. 

On suppose que arc sin x représente le plus petit des 
arcs ayant x pour sinus. 

a 
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^ VI. — Développement ries fonctions en séries. 

121. De la série de Taylor 

( /(* + >‘) =/(*) + */'(■») + • • -+ ~ ~ ~ / (lt> (*) 
(*) J 

H /(■+.) («-MA), 

l I . 2 . . .(fl -I- i) 

déduire la suivante : 

| fx =/(»)•+ sf ( *) . )" + ' — J ^/ (,,) (*) 

-t-f- I) n+J — -/("+') (9,x), 

1 I .2. . .{« -t- l) 

et réciproquement. 

122. Démontrer la relation 


'GtîH* 


:/'(*) + ••■ 


\ l -h X I 


X M y («) (j) ,r ï " +1 \ 1 X ! 

(i-t-jr)” 1.2... fl (i -t- jr) + "' i .2. 1) 

123. Etant données les deux séries convergentes 

jr — a, -t- a, x -t-, . . -t- a„a r" -t-..., 
log^ — b, -t- b, x -t- . . . -t- b, x* -t-, . . , 

trouver la relation qui existe entre leurs coefficients. 

124. Développer cos 8 j: en série convergente. 

125. Développer e hcoax cos (/tsinx) et e* COIX sîn (hsinx) 
en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives 
et croissantes de h. 

126. Appliquer la formule de Taylor et le résultat du 
n° 107 au développement en série de 

arc tang ( .r -t- h ), i > x — ». 
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On en déduira la relation 

7 r . cos’asina» cos 5 ? sin 3® 

(1) — — <p = cos? sin ? H -+■ j L -t~-... 

127. Développer j = log [x-H(i + x*) 2 ] en série or- 
donnée suivant les puissances entières, positives et crois- 
santes de la variable. 

128. Trouver la somme de la série 

X X 1 , JS" 

1 ) i{m -¥■>.) n(m-k-n) 


On suppose m entier et x <[ 1 . 

129. Développer j = (arc sin x)’. 

130. Du développement de y = (arcsinx)*, déduire 

3 1 + j 1 3 . 5 \i-h *7 J 


arc tang z 


-M 


1 z 
1+ « ' 


131. Démontrer que tangx est développable d’après la 

série de Maclaurin quand x est et trouver la loi de 

formation des coefficients. 

Même question pour sécx. 

132. Démontrer que les fonctions 

y — cospi [arc sinx), z = sin;* (arc sin x) 

sont développables en série d’après la formule de Maciau- 
rin, et déterminer les coefficients de leurs développements. 

133. Démontrer que la fonction 


y — x cotx 

est développable en série de la forme 


l -4- fl. h o, -, — 5 -+- . . . -+- flji, 

1,2 t .2.3.4 1 .2. . .an 
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au 


et trouver l’expression du coefficient a,„ en fonction de 
ceux qui le précèdent. 


134. Si l’on pose 


B„ 




XX x‘ 

- cot- = I — B, B, r— . — „„ r..., 

2 2 1.2 l.a. 3.4 1.2. . . 2 « 

on a aussi 

■r e* -+- i 


_ .r 1 „ x' 

— — — 1 ~ t— B 1 -t- Bj - - 

2 c* — 1 1 .1 1 . 2 . 3-4 

Calculer les six premiers coefficients. 
135. Etablir les relations 


1 . 2 ... .a n 


-t-. . . 


COtar : 


I 


tang.r — 


x »r-t-.r rr — x in x m — x 

1 I I 


n n 3 ir 3 n 

,r hi x +• x 

111 1 


(N° 22.) 

136. Démontrer qu’on a, pour toutes les valeurs de x 
plus petites que ix en valeur absolue, 


(1) log- 


S, x‘ S 4 x* 

I 1t’ 2 TC* 


n n 1 ’ 


| >°b ' 1 


( 2 ) < 
où l’on suppose 


S 1 , x 2 , S 4 x 1 

— Il' — I ) 2* — l) ... 

V 1 1 i’ V ’ In' 

C ~7n 

_(a’»_,)^-"_ +. 

' ; n it" ’ 


' r i p ar 3 p 

(JN°* 11 et 22.) 
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137. Démontrer les formules 


x CO t x — : I — 


9,S,x 3 9. S, x 1 2 S e .r‘ 


pp> 


( A ) < tangx= 


JT 

2(2' — i)S,x 2(2* — i)S t x* 




2 (2 6 — l) ScX 1 


x cot.r = 1 — 


2 3 B, X 7 2<B,X* 2*B. 


1.2 1.2. 3. 4 1.2. 3. ..6 

( B ) \ tangx = + *(*-■) 

j ^ 1.2. . + ..2.3.4 

[ 9«‘(2 6 — l)B,X» 

\ 1.2.3 . ..6 

138. Trouver la relation 

X cosécx = , + i ( . 2 ' - *) + afa'-QB.x» - 

1 .2 j . 2 . 3.4 

2(2>— t) B, X e 

1 . 2 . 3. . .6 

139. Représenter par des sériés ordonnées suivant les 
puissances entières, positives et croissantes de x, les fonc- 
tions u et v définies par les équations 


u = x 1 -t- 


5 ) (■*£)-(-£)•- 


et en déduire leur expression sous forme finie. 

§ VII. — Changement de variables. 
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Que devient celte équation lorsque la variable indépen- 
dante est^? 

• dy y 


141. 


dx 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 


t = log [j 


(« 


*]• 


d'y dy 

t' — — -t - ax — 1- by = o. 


142. x’ — - -t- ax -y- -+- by : 

rlx‘ dx 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 
x — e’.m 
d 7 Y dy 

143. (i — x 1 ) x — 1- n'y — o. 

1 ‘ dx‘ dx J 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 
x = cost. 


144. 


, d'y , . dy lay 

JX I — X 1 ) -f- H — = O. 

' dy‘ v ' dx î — x 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 

e" — i 

X e" -+- t ’ 

145. («+ I )’^ + 3(<i+x) 1 ^+(<i + x)^ + t/=o. 

Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 
t — log ( a -h x). 

, . .. d'y i dy 

14b. —— H -j- -t- r = o. 

dx' x dx 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 

x 3 = 4 

(Fourier, Traité tle la Chaleur.) 


. Digitized by Google 



QDESTIORS. 20 

147. Sftbstituer la variabley à la variable x dans ladif- 
féreniielle 


(i — 

x et y étant liés par la relation 

( 2 ) siii( 2 ^ — x) = Xsinx. 

On suppose que la variable x ne dépasse pas -• 


x / 

dx 

148. I‘ 

{'*%) 

Transformer cette expression en une autre ne renfermant 
que r et 0, sachant qu’on a 

x — )• cosO, ^=;/-sin8. 

4 l'o du du 
m - X dy~^Tx- 

Transformer cette expression en une autre dans laquelle 
les variables indépendantes soient r et 0, sachant qu’on a 
x = r cos8, i r = rsin8. 
d’u d’u 

150. -j— H — — = o. 

dx 1 dy 

Eliminer les variables indépendantes x et y , sachant 
qu’on a 

“ = ?( r )> +?* = r ’. ' 
d’u d’u d'n 

151> dï~^ dÿ + ~dï = °- 

Éliminer les variables indépendantes, sachant qu’on a 
K = y(r), x 1 z’ = r 1 . 
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d'u d'n 

152 ZT’+jÿ = °- 

Prendre pour variables indépendantes r et 0, sachant 
qu’on a 

x ■= r cos9, ^ = rsin9. 

(Ï’K rf’u 

153. 1 1 = o. 

dx' dy ' dz 1 

Prendre pour variables indépendantes r, 0 et sachant 
qu'on a 

x = rcos9, y — rsin9 siny, s = rsin9cosy. 


$ VIII. — Élimination des constantes et des fonctions. 

154. Éliminer m de l’équation 

( a -+- mb ) (.r 1 — my') — me'. 

155. Éliminer a, b,c eld de l’équation 

ax -t- by -t- cz ■+■ d = o, y étant fonction de x. 

156. Éliminer la constante a de l’équation 

»_ 

cosx cos y — sin.r sin^ (i — «^sm'a)’ = cos a. 

On suppose e i ; le radical a le signe -K 

157. Éliminer cf et ÿ de l’équation 

*=*■» (i) 

158. Eliminer de l’équation 



159. Éliminer cj. et ÿ de l’équation 

z = x<?(z) -hyt(z). 
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160. Eliminer <p. et <|< de l’équation 

i = <f ( ay 4 - bx) -p (aj- — bx ) . 

161. De l’équation u — F ( z , r) éliminer F et r, sachant 
qu'on a 

r — <f(ax 4- cz) = \|< (ax — by), 

(f et <p désignant deux fonctions arbitraires. 

162- Éliminer les fonctions tp (x) et b (x) de l’équation 

v'WŸijr) 

[?(*) -+-+(*)]’* 


S ix. — Vraie valeur des expressions qui se présentent 
sous des formes indéterminées. 


163. 

164. 

165. 

166. 
467. 

168. 


r ; ; ; ; r» pOUT X = a . 

]og(fl")— log(x*) 

x — In -t- i).r" +l 4- n- r”^ J 
’■ ’ pour * = 1 . 

jr + x 7 — (n -t-tj’x " 4-1 4 - (a»*4- 2/1 — 1 ) x u+1 — n 7 x* 




pour x = 1 . 


(2Û* — JT*)Î — ( 5 fl* — 4 J 


j î pour .T=a. 

.r(8<i , x , -4- 8ax 3 ) 4 — (?.oa*x k -\- \ia s x*y 

X XI 

x — (3%n 3 x — o4 ax ') 3 -f- (4° aXr 3 -*- 24 fl’ .r 4 ) * — (xr* — fl’)* 

7 î ’ 

3a[ÿx — ioa) -4- (3 6a^x -f* 45* 4 ) 4 (2x* — a*)* 

pour x = a. 


> pour i = o. 


UJ9. t 


2 *’ x[e ’ > ‘ !tI — i) 

> pour .r — o. 


4* 2j’(e ,jr 4 1) 
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170. 

171. 

172. 

173. 

174. 

175. 

176. 

177. 

178. 

170. 

180. 

181. 

182. 

183. 

184. 

185. 


> pour x — o. 
-t pour *^o. 


CALCUL DIFFÉRER Tl EL - 

tang ji x — rrx 

■jx 3 tang tt x 

log(lang/;.r) 

log(tang.r) 

x”logx, pour x — o. 

x*“, ppur .r — o. 

xe u -+■ xe x — 2 c“ + 2 e 1 

■ — t > pour x—o. 

[e * — i j J 

2 sin’* -+- sin x — i ir 

— : — : tt-- ’ pour x — - ■ 

asm 1 * — 3 sin* -4 - 1 r 6 

sin ( a -4- b) sin(a -b x) — sin b sin* 
sin ( a -+• b -F- x) 
pour x — Ti — a — b. 

(cosflx)(«“ éc * I > J , pour x = o. 

tang (a -+•*) — long (a — * 
arc tang (a -f- -r) — arc tang (a — x) 

a 1 sin ax — b 1 sin bx 

—r—. . . t pour * = o. 

g sin gx — h 1 sin hx r 


t pour * = o. 


(i 


, \ tang* 

I y pour X zr=: O. 


\X ' 

(y* çSltlX 

x — sinx 
x 


pour x = o. 


— * J log ^ ' H- - j t pour * = co 

. n* 
tang — 

/ *\ 30 

^2 — - I i pour * = a. 
jr * — 0^>a 3 y 3 -t-iooa 1 * 1 — x‘ = o. 
Vraie valeur de ^ pour x = o. 
(y 3 -h x’) 3 — 6axy 3 =zax 3 (2x — a). 


Vraie valeur de ^ pour x = o. 


dx 
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186. , 
187. 

' 188. 

189. 

190. 

191. 

192. 

193. 

194. 

195. 

196. 

197. 

198. 

199. 

200 . 

201 . 

x et y 

202 . 

x el y 


§ X. — Maxinui el minima. 
y — x 1 — 8 x 3 4 - 22 x 2 — 24* -(-12. 

I fx>- 25 1 x’-H 201 702;’ — 5664 oo x 


r- 

y 


y = 


y = 

y- 

y 


20000 l 

JE 

" I4-X 2 ’ 

x' — x -h l 
x 1 -y x — I 
(je H- 3 ) 3 


(x 4- 2) 3 
JE 

3 

(a 2 4 - je 2 ) 2 
. 1°8 x 


3888ooo 


y — (1 4 - x 3 ) (7 — x) 1 . 

y*-t- 2yx'-t- 4 X — 3 = o, max. et min. de .y. 
v 3 -*-.* 3 — 3axy=o, max. et inin. de y. 

y'-y x'— 4 x y 3 — °> max - et m ' n - dey. 

y' — imxy -4- x 2 — n 3 = o , max. et min. de y. 
u = x' -I- y* — 2X 2 4 - 4xy — 2 y 2 . 
u = x 3 r 2 (a — x — y). 

xyz 

“ _ (j+*)(t+;)(/+ z)(z + 6) 
u = rx 2 -1- 2 sxy 4- ty\ 

étant liés par la relation 

i = (i + p') jt’ 4 - ipqxy 4 - ( 14 -q')y“- 
u — a cos’x 4- b cos > y, 
étant liés par la relation 


* 
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203. u = (x -(- i) (y-t-i) (z -t-i), 
avec la condition 

a* bi c‘ = A. 

204. Trouver, sur une droite donnée, un point tel, que 
la somme de ses distances à deux points donnés soit un 
minimum. 

203. Quel est le rayon du cercle dans lequel, à un arc 
de longueur donnée, correspond le segment maximum? 

206. (Fig. i.) Étant données les parallèles AC, BD et la 

ligne AB, mener, par le point donné C, la ligne CXY, 
telle, que la somme des triangles BXY et AXC soit un mi- 
nimum. (Viviani.) 

207. (Fig. 3.) PMO est un triangle sphérique rectangle 
en M ; déterminer la position du point P par la condition 
que PO — MO soit un maximum. 

208. Sur la ligne qui joint les centres de deux sphères 
extérieures l’une à l’autre, trouver un point tel, que la 
somme des zones vues de ce point soit la plus grande pos- 
sible. 

209. Étant donné un prisme hexagonal régulier, on joint 
de deux en deux les sommets de l’une de ses bases, puis on 
mène par les droites ainsi obtenues des plans également 
inclinés sur la base et formant une pyramide. On demande 
quelle doit être l’inclinaison de ces plans pour que le vo- 
lume total résultant ait la plus petite surface? On ne fait 
pas entrer dans le volume les portions du prisme qui sont 
en dehors de l’angle solide au sommet de la pyramide. 

210. Étant donné un cône droit, on demande de le 
couper parallèlement à la génératrice par un plan tel, que 
le segment parabolique résultant soit le plus grand possible. 
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211. Déterminer l’ellipse la plus grande qu’on puisse 
obtenir en coupant par un plan un cône droit donné. 

212. Parmi tous les secteurs sphériques de volume 
donné, trouver celui dont la surface totale est la plus pe- 
tite possible. 

213. Parmi tous les vases de même capacité dont la 
forme est celle d’un tronc de cône, et dans lesquels l’arête 
fait avec le fond un angle donné, trouver celui dont la sur- 
face totale est la plus petite possible. 

214. Un point lumineux M est mobile sur la circonfé- 
rence d’un cercle donné ; il éclaire une surface infiniment 
petite a) dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle 
et passe par son centre. Cette surface pouvant être regardée 
comme située en un point P de l’intersection des deux 
plans et intérieure au cercle, on demande la position que 
doit occuper le point M pour que la surface co en reçoive un 
éclairement maximum. 

L’éclairement est proportionnel au sinus de l’angle de la 
direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et 
en raison inverse du carré de la distance du point lumineux 
à cette surface. 

215. Remplaçant, dans la question précédente, la cir- 
conférence par une droite AY qui rencontre le plan de la 
surface co au point A, et se projette sur le plan suivant 
une droite AX qui contient le point P, on demande quelle 
position doit occuper le point M sur la droite AY pourvue 
l’éclairement de la surface o> soit maximum. 

216. Trouver, sur une circonférence donnée, un point 
tel, que la somme de ses distances à deux points donnés A 
et B soit un maximum ou un minimum. 

217. Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélipipèdc 
maximum. 
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218. Trouver le triangle de périmètre minimum inscrit 
dans un triangle donné. 

219. La surface qui a pour équation 

( x 7 -+- y 7 -+- s’) 1 = a 7 x 7 -+■ b 7 y 7 -4- c’î’, 

étant coupée par un plan donné qui passe par son centre, 
on demande les distances maximum et minimum de ce 
centre au périmètre de la section. 

220. Surface de la section faite dans un ellipsoïde par 
un plan qui passe au centre. 

221. Volume de l'ellipsoïde qui a pour équation 

ax 7 -t- a' y 7 -+- a" z 7 -+- 9. byz -4- 9. b' xz ■+■ a b" x y — C 

222. Circonscrire à un triangle donné la plus petite 

ellipse possible. (Euler.) 

223. Inscrire dans un triangle donné la plus grande 
ellipse possible. 

224. De toutes les pyramides triangulaires qui ont même 
base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite 
surface ? 

225. Trouver un point tel, que la somme de ses distances 
à trois points donnés soit la plus petite possible. 

§ XI. — Tangentes aux courbes planes. 

226. Sous-tangente de la courbe qui a pour équation 

x — r 
x-ê~. 

227. (Fig. 9.) Soient AH, AC, EF trois tangentes à la 
parabole BDC ; si par les points E, F, où EF rencontre les 
deux autres, on mène des parallèles à ces lignes, ces paral- 
lèles se rencontrent sur la droite de contact. BC. 
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est constamment touchée par une droite de longueur inva- 
riable qui glisse en s’appuyant sur les axes coordonnés. 

229. Généraliser le problème de la cycloïde, en substi- 
tuant un cercle à la droite fixe et supposant que le point 
décrivant, toujours invariablement attaché au plan du 
cercle mobile, n’est plus situé sur la circonférence. Tan- 
gentes aux courbes ainsi obtenues. 

230. Si, dans le plan d’une courbe donnée, on projette 
un point fixe A sur toutes les tangentes à rette courbe, on 
obtient un lieu géométrique tel, que la tangente en un de 
ses points p, correspondant au point M de la courbe don- 
née, est aussi taugente à la circonférence décrite sur AM 
comme diamètre. 

231. Parmi tous les polygones d’un même nombre de 
côtés, circonscrits à une même figure fermée convexe, 
trouver celui qui est le plus petit. 

232. Si l’on mène à plusieurs courbes données, à partir 
d’un point p situé dans le plan de ces courbes, des nor- 
males qui les rencontrent aux points m,, m,, m s ,. . ., et 
si le point p se déplace de manière qu’on ait toujours 

p m, -t - p/ir, -+- p/w, -+- . . . = cnnst., 

la normale au lieu qu'il décrit passe par le centre des 
moyennes distances des points m t , m ,, m a , .... 

233. Soit AMB un arc d’une courbe donnée. La corde 
AB = a étant fixe, on demande quelle doit être la position 
du point M sur cet arc pour que la somme des rordes 


QUESTIONS. 

228. La courbe qui a pour équation 


+r i = » 1 
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AM -f- MB soit un maximum. — Solution géométrique de 
la même question. 

234. Trois courbes étant données, on prend un point 
sur chacune d’elles et l’on demande comment ces points 
doivent être choisis pour que le triangle dont ils sont les 
sommets ail une surface maximum ou minimum. — Cas 
particulier où les trois courbes se réduisent à une même 
ellipse. 

235. Mener à l’ellipse une normale telle, que la portion 

de cette ligne droite comprise dans la courbe soit la plus 
grande ou la plus petite possible. (O. Bonnet.) 

236. Trouver, dans la spirale logarithmique : 
i° Le lieu des extrémités de la sous-tangente; 
a° Le lieu des extrémités de la sous-normale. 

237. Trouver le lieu des pieds des perpendiculaire.** 
abaissées du pôle sur les tangentes à la courbe qui a pour 
équation 

r m a™ cos mfl. 

238. Soit m un point d’une courbe dont l'équation est 

/(“» «')=<>» 

et dans laquelle les variables u et r peuvent représenter : 
i° Les distances du point aux droites A et B; 
a° Les distances du point aux points fixes P et Q ; 

3° u la distance du point à A, et y la distance à P. 

Dans tous les cas, si l’on porte, à partir de m et paral- 
lèlement aux directions des droites u et F, des longueurs 
proportionnelles à f' u , f r , en ayant égard aux signes, la 
diagonale du parallélogramme construit sur ces longueurs 
sera dirigée suivant la normale au point m. 

(Joacbimstral). 
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239. Equation de la tangente à une courbe dont l’équa- 
tion en coordonnées polaires est 

~ =/( 0 )- 

240. Si l’on fait rouler dans un plan une courbe A sur 

une courbe fixe B, les positions successives d’un point fjt, in- 
variablement lié à A, déterminent une nouvelle courbe 
dont la normale en chaque point passe par le point de con- 
tact des courbes A et B. (Descaetes.) 

§ XII. — Construction de courbes. — Points d'inflexion 
et autres points singuliers. 

I 

241. xy 7 = 2 a[ 2 ax — x 3 ) 3 . 

242. a.r' -t- bp — c 4 = O. 

243. x‘ — a 3 x 3 -4- a 3 y — o. 

rrt 

244. y — b -h [x — a)". 

245. x 7 — ax 7 y -+- by 3 = o. 

246. x 1 — 2 ax 3 y — 2 x 3 y 3 -t- ay 3 -+■ y 3 = o. 

247. x ‘ — 2 ay 3 — 3a 5 /* — 2 a 3 x 3 n 4 = o. 

248. x 4 -t- x 3 y 3 — 6a.r’y -+- a 3 y 7 = o. 

249. [by — ex) 3 = (x — a}‘. 

a* y 2 

250. x* — ax 3 y — axy 3 y— = o. 

4 

251. a 3 y 3 — 2a 3 [a -t- x) xy -t- a [a -+- x * — .r s = o. 

252. l6 (/ 4 — 2 ay 3 — 2 a 3 y 3 ) -t- ( x 3 — 4 a ’)’ — 

253. y 3 ( 2 x — a)-hti 3 x 3 — x' = o. 

254. y 7 -+- x ' — 2 a 3 y 3 — 2 b 3 x 3 -t- b‘ = o. 

255. y * -t- ax 7 — b 3 xy 3 — o. 

256. y 3 = x sin 1 x. 

3 
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‘257. 

258. 

259. 

260. 


b sinfl 


sinô 

r a (tangO — 
sin 3 S 

r t — „> . 

cos 9 


( Conchoïde. ) 


§ XIII. — Rayons de courbure et développées des courbes 
planes. 


261. y' = zpx -+- gx’. 

262. Z a y* — r s . (Parabole semi-cubique.) 

263. r 1 = — — (Cissoïde.) 

a a — x ' 

2 1 3 

264. x 5 -t- j’ — a' 1 . (Cardioïde) (n° 229). 

X 

265. y = ae". (Logarithmique.) 

266. /=^(c a - he (Chaînette.) 

1 (Iy 

267. y -f- [a' —y 1 ) 1 — — o. (Tractrice.) 


268. 


269. 

270. 

271. 


o 

rz=ae a . (Spirale logarithmique.) 
dr ar 



r 1 — cos 2 0. (Lemniscate.) 
Épicycloïde (n° 229). 


272. Soient m A = r la distance d’un point m d’une 
courbe à l’origine A des axes supposés rectangulaires, p 
la perpendiculaire abaissée de A sur la tangente en m, 
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a. l’angle de celte tangente avec l’axe des x, ds l’élément 
de l’arc et p le rayon de courbure; on a 


P = 


tis 

<ii 


— P 


d'p dr 

da 1 dp 


273. Dans toute courbe dont l’équation satisfait à la re- 
lation 

dx [4 d'y * — (6’ -t- 

dy b- -+- y' 

la différence entre l’inverse de la longueur de la normale 
et l’inverse du rayon de courbure est indépendante de b. 

27i. Lorsqu’en un point d’une courbe le rayon de cour- 
bure est maximum ou minimum, le contact de la courbe et 
du cercle oscillateur en ce point est du troisième ordre. 

275. Soit une droite OM qui passe par un point fixe O 
et rencontre en A,, A,,..., A„, n courbes données (A,), 
(A,),..., (A„). Le point M est tel qu’on a 


OA, OA, ' OA„ ^OA~“OM’ 

a„ a t ,...,a„, m étant des constantes. Lorsque la transver- 
sale OM tourne autour du point O, le point M décrit une 
courbe (M) et l’on a 


i p cos 3 a R cos 3 p 


p h étant le rayon de courbure de la courbe (A*) et a h l’angle 
que fait ce rayon avec la transversale. R et p sont des 
quantités analogues pour la courbe (M). 


§ XIV. — Géométrie à trois dimensions. 

276. Etant données deux droites D et D, représentées 

3. 


Digitized by Google 



36 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

par les équations 


(») 

(D.) 



on demande : 

i° La direction de la plus courte distance des droites D 
et D, ; 

a° La longueur de cette plus courte distance; 

3° Les coordonnées des points de D et de D, dont la 
distance est un minimum. 


277. Soient, eu un point M d’une courbe à double cour- 
bure, a , b , c les cosinus directeurs de la tangente, «, S, y 
ceux de l’axe du plan osculateur, to l’angle de contingence, 
u l'angle de torsion; sachant qu’on a les relations 



où X, p, v désignent les cosinus directeurs de la normale 
principale, prouver qu’ou a aussi 


0 ») 


du 


v =-±l 

— * 

1 x zzz — — — — * 

U 

r U 

U 


278. Déduire des équations (a) du numéro précédent la 
formule connue 


d dx[d' l yd 3 z — d‘zd 3 y)-\-dy(d 3 zd l x — d 3 xd 3 z)-\-dz[d'xd 3 y — d’yd 3 x) 
( dyd 3 z — did 3 y )’ -+■ (dzit'x — clxd 1 z )’ -+■ ( dxd 3 y — dyd’x ) 1 

279. Les notations étant celles du n° 277, démontrer 
les formules 

d\ = au — nu, dji — Gu — ba, d'j — yii — co>; 
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et tirer de là l’équation 

■y = «’-+- u 1 , 

désignant l’angle de deux normales principales infiniment 
voisines. 

280. Soient M un point d’une courbe C, M, le point 
correspondant de la courbe Ci lieu des centres de courbure 
deC; trouver les angles que la tangente en Mi fait avec la 
tangente, la normale principale et le plan osculateur au 
point M. 

281. Soient AI et M' deux points infiniment voisins d’une 
courbe donnée ; P un plan mené par M perpendiculaire- 
ment à la normale principale en ce point; P le plan ana- 
logue en M'; le point M étant supposé fixe, déterminer 
l’intersection limite L de ces deux plans, et en couclnre une 
représentation géométrique de la seconde courbure. 

(Lancret a donné au plan P le nom de plan rectifiant et 
celui de droite rectifiante à la ligne L.) 

282. En un point M d’une courbe à double courbure, 
déterminer l’intersection limite m du plan normal avec- 
deux plans normaux infiniment voisins et trouver l’expres- 
sion de la longueur Mm. 

Le point m est le centre de la sphère osculatrice dont 
Mm est le rayon. 

283. Si le rapport des deux courbures d’une courbe est 

constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre 
à base quelconque. (J. Bertrand.) 

284. La courbe dont les deux courbures en chaque poin t 

sont constantes est une hélice tracée sur un cylindre à base 
circulaire. (Puiseux.) 

288. Étant donnée une courbe AB, ou en déduit une 
autre A, B,, en portant, à partir de chaque point M de la 
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première, une longueur constante MM, s= h sur la normale 
principale en ce point. Trouver les angles que la tangente 
en M, à la courbe A, B, fait avec la tangente, la normale • 
principale et l’axe du plan osculateur de la courbe AB au 
point M. 

286. Les données étant celles du n° 285, trouver les 
conditions : 

i° Pour que les tangentes aux points correspondants des 
deux courbes soient parallèles; 

2 ° Pour que les normales principales correspondantes 
coïncident. 

287. Etant donnée une courbe qui rencontre toutes les 
génératrices d'une surface réglée, et telle, que les cosinus 
directeurs de chaque génératrice, au point où elle coupe 
la courbe, soient des fonctions des coordonnées de ce point, 
on demande : 

i° La direction limite de la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines ; 

fi 

2 ° La limite vers laquelle tend le rapport-, S étant la 

plus courte distance et y l'angle de ccs génératrices; 

3° La position limite, sur l'une des génératrices, du point 
où elle est coupée par sa plus courte distance à l’autre. 

288. Les données étant celles du numéro précédent, si à 
est une quantité infiniment petite par rapport à y, elle est 
au moins du troisième ordre infinitésimal. (Bouquet.) 

289. Dans les surfaces pour lesquelles à est un infiniment 
petit d’ordre supérieur à y, le plan tangent en un point est 
tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce 
point. (Surfaces développables.) 

290. Toute surface développable (n° 289) peut être 
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regardée comme le lieu des tangentes à une courbe à double 
courbure, et réciproquement. 

291. Les plans tangents d’une surface, développable sont 
en même temps les plans osculateurs de son arête de re- 
broussement (n° 290). 

292. La condition nécessaire et suffisante (n°289) pour 
qu’une surface réglée soit développable peut être remplacée 
par les relations 

r/l dm dn 

a — ! cos& b — m cosS c — \ cosfl ’ 

6 désignant l’angle de la génératrice avec la courbe direc- 
trice (n° 287). 

293. Par chaque point d’une courbe à double courbure 
on mène une perpendiculaire à la tangente en ce point; 
condition nécessaire et suffisante pour que la surface réglée 
ainsi obtenue soit développable. 

294. Par chaque point d’une courhe A on mène une per- 
pendiculaire à la tangente, de manière à former une surface 
développable. On demande de déterminer en un point M, 
de l’arête de rebroussement A, répondant au point M de 
la courbe donnée : 

i u Les deux courbures de la ligne A, ; 

î>.° L’élément de l’arc de cette courbe. 

(La courbe A, est une des développées de la courbe A.) 

293. Des relations du n u 292 déduire l’équation générale 
des lignes de courbure. 

296. Si l’ intersection AB de deux surfaces S et S, est une 
ligne de courbure de chacune d’elles, ces surfaces se coupent 
partout sous le même angle; et réciproquement, si deux 
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surfaces se coupent partout sous le même angle, et si l'in- 
tersection est une ligne de courbure de l’une d’elles, elle 
sera aussi une ligne de courbure de l’autre. 

297. Lieu des projections du centre de L’ellipsoïde sur 
ses plans tangents. 

298. Mener un plan tangent à la surface dont l’équation 

est . •' 

(a 3 — z 3 ) x 3 — b* y* — o, 

et trouver l’intersection de ce plan avec la surface. 

299. Plan tarifent à l’hélicoïde gauche 

27TZ . 27TZ 

x cos —7 jrsm — — = o, 

h h 


et distance de l’origine à ce plan. 

300. Le plan tangent à l’hélicoïde développable 

[ 2 irz (x'-t-J- 1 — <l 3 ) 3 1 fairz H 

- LJ -hrcos^— (x 3 +r 3 — = 

fait un angle constant avec le plan xy. 

301. Equation du plan tangent à la surface 
<j 3 x 3 -+- è 3 j 3 h- c 3 z 3 = (x 3 y' -+- z 3 ) 3 , 


et distance du centre à ce plan. 

302. Trouver sur une sphère le lieu des points tels, que 
la somme de leurs distances à deux points fixes, pris sur la 
sphère, soit une quantité constante. Tangente et plan nor- 
mal en un point de lieu. (Ellipse sphérique.) 

303. Plan osculateur de la courbe d’intersection de deux 
cylindres droits dont les axes se coupent rectangulai rement. 

304. Un grand cercle d’une sphère se meut d’un mouve- 
ment uniforme autour d’un de ses diamètres supposé fixe, 
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pendant qu’un point parcourt sa circonférence avec le même 
mouvement uniforme; on demande : i° la ligne décrite par 
le point; 2 ° le rayon de courbure de cette ligne; 3° son 
plan osculateur. 

303. Plan osculateur de l’ellipse sphérique (n° 302). 

306. Rayons de courbure principaux de l’ellipsoïde. 

307. Rayons de courbure principaux du paraboloïde 



308. Rayons de courbure principaux de la surface 

xyz = m 3 . 

309. Rayons de courbure principaux de l’hélicoïde 
gauche (n° 299). 

§ XV. — Enveloppes des lignes et des surfaces. 

310. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes 
ont les mêmes directions, et pour lesquelles la somme de 
ces axes est constante. 

311.. Enveloppe d’une droite de longueur constante qui 
se meut en s’appuyant sur deux droites rectangulaires. 

312. Enveloppe des paraboles déterminées par l’équation 

JP* 

Y — ax. — ( i -I- a 3 ) -T- 1 

4 e 

a étant un paramètre variable. 

313. Enveloppe des cercles donnés par l’équation 

(x — a) 3 +jr'=z b 
avec la condition b 3 = 4 nia. 
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314. 0« donne deux droites On A, O&B, sur lesquelles 
les points A et B sont fixes et les points a et b mobiles, de 
telle sorte qu’on ait constamment Oa.Ob = «A.èB; trou- 
ver l’enveloppe des positions de la droite ab. 

315- Enveloppe de la droite qui joint, dans une ellipse 
donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en 
supposant qu’on fasse varier le système de ces diamètres. 

316. Enveloppe des cordes de contact qu’on obtient en 
menant, des points d’une section conique, des tangentes à 
une autre section conique située dans le même plan. 

317. Par chaque point d’une courbe donnée on mène 
une droite inclinée sur la normale d’un angle variable 
avec le point; on demande l’élément de l’arc de la courbe 
enveloppe des droites ainsi obtenues. 

318. Si l’on regarde les tangentes d'une courbe A comme 

des rayons lumineux qui se réfractent en tombant sur une 
courbe -C, les rayons réfractés enveloppent une nouvelle 
courbe A,. Cela posé, soient m un point de la courbe C 
auquel aboutit une tangente de la courbe A, a et a, l’angle 
d’incidence et l’angle de réfraction, p le rayon de courbure 
en m, r et r, les rayons de courbure correspondants de A 
et de A, ; on demande la relation qui existe entre les quan- 
tités «, a., p, r, r, et l’indice de réfraction n = 

(N° 317.} 

319. Un plan variable coupe un parallélipipèdc de ma- 
nière à en détacher un tétraèdre dont le volume est con- 
stant; surface enveloppe de ce plan. 

320. Enveloppe d’une sphère donnée dont le centre se 
ment sur une circonférence aussi donnée. 


Digitized by Google 


questions; ■ • 43 

321. Surface enveloppe d’un plan variable qui détache 
d’un cône droit un cône oblique à volume constant. 

322. On coupe un ellipsoïde par un plan déterminé ; 
enveloppe des plans tangents menés à la surface par les 
points de l’intersection. 

323. Surface enveloppe du plan 


Ix -t- my -t - nz=p, 

les paramètres variables /, m, n, p étant liés par les équa^ 
tions 


/’ -H m} -t- n 1 = i , 


i 1 ni 7 n 7 
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CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


SOLUTIONS. 


§ I. — Introduction. — Séries, produits de facteurs en 
nombre infini. 

1. i° Si l’on désigne par S„ la somme des n premiers 
termes de la série (i), comme on a 

i i i 

n ( n -+- I ) n n -4- l 

il en résulte 


d’où 


*— ( ,- î) + (; - ï) + "- + Gr!r;-;) 

\n n -4- i / n -t~ i 


limite S, = t. 

a° Semblablement, S'„ se rapportant à la deuxième série, 


de 

on déduit 


I = 

n (n 4- 2 ) 1 \n n -t- 2 j 


lS - = (’ - 3 ) + (a ~ ?) + (s _ s) (rb ~ i) 
^7=1 ~ irn) + (i - rb) 


= 1 -t- L — ( — ' — 1 — - — \ -, 

2 \n-f-i «+2/ 
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d'où 


lim. S'„ 


3 ° On trouve de la même manière pour la somme S’, 
qui se rapporte à la troisième série, 


i« 


n - 4 - m 


en II I / I I 

fnS n — i H ( 1 

2 3 m \n -+- i n - 1-2 

et par suite 

lim- S" = — ( i H t - ~ + • . . ■+- — ) • 

Les séries (i) et (2) ont été données par Leibnitz dans 
une de ses lettres à Oldenbourg (1676), au début des re- 
cherches qui l’ont conduit au Calcul différentiel. 

2. Si l’on multiplie chaque terme par b et qu’on pose 

a — a b, 

on obtient la série 

(«) 


a -+- 1 


1 1 

— — j • • • » — ■ — > 


dont les termes sont respectivement plus grands que ceux 
de la série 


(2) 


A -t- 1 ’ 


1 1 

A -t- 2’ ’ A -f- «’ 


en désignant par h un nombre entier quelconque supé- 
rieur à a. 

Or, la série (a) n’est autre que la série harmonique dans 
laquelle il manque un nombre fini de termes; la série 
proposée est donc divergente. 

Cette conclusion subsiste, que le rapport a soit positif 
ou négatif. 

3 . On vérifie que la relation est vraie pour n = 1 et 
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n — 2 ; puis, en la supposant démontrée pour une certaine 
valeurn, on fait voir qu’elle subsiste quand on y remplace « 
par n -+- 1 . 

4. Soit fait 


3x(x 4- i) (x 4- 2) 


=/(*); 


il en résulte 

/(*) -/(*-<-') = 
de même, 


x(x 4- i)(x 4- 2 )(x 4- 3)’ 


/(* -+- 0 ~f{* + 2) = — 


(x -I- i) (x 4- 2 ) (x -4- 3) (x 4- 4) ' 


y(x4 -n) /(x4-b4-i) (or— l-//)(Jc-t-/ï-4- , J(a:-4-/ï -t-2)(^/-4-/ï H- 3) 

Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant croître n 
indéfiniment, on obtient la relation proposée. 

5. La relation est connue pour p = x, et se vérifie pour 
p = 2 au moyen de la règle à suivre pour la multiplication 
de deux séries convergentes. Afin de la démontrer généra- 
lement, supposons-la vraie pour l’exposant p. En posant, 
pour abréger, 

«ü > 

1.2..., p 

on a 

(l 4- x) - /* — i — o i x 4— <i,x’ 4- . . . 4- ( — i )Pa p xP 4- . . ., 
et pour [i = i, 

(l 4- x) - 1 = I — x 4- x J 4- . . . 4- ( — i)fxf 4- . . . . 

Le produit des premiers membres de ces égalités est 
(i 4- x) — et celui des seconds membres a pour terme 

général 

( — i)/(i 4- a, 4- a, 4- . .-\-a r )xP. 
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Or, 


f* , Kr 1 - 1 , .“(f + «)((* + 2) . 

1 -i r ' -f- . . . 

I 1.2 1 . 2.3 

ft(f* -t- ■ ).••(;* +/> — i) ((* -+- i) ((t + a)...(n -f- />), 


I . 2 . . ./> 


1 . 2 .../-» 


par conséquent, 

(■ - 4 - *)“ (»* + ') = . - (a + .).* x . ; . 

+ + 1 f A±.Ç) 

V I . 2 . . p 

Ainsi la relation proposée subsiste quand on y remplace 
p par [x. 4- t ; elle est donc générale. 

6. Par hypothèse, la somme de la série demeure la même 
quand on y remplace par des zéros les quantités h , , h,, . . . ; 
cette somme est donc égale à 


11 en résulte qu’on a 

a — x x a — r. x x -+- A , a — .r 

I -+- — — H- — — ■ — 

a a a H- A i (i a + /i, «i + 4, 

•r a: -+- A, x + A, a — x 

-I r- r- j- -+- .... 

a a H- A, a -f- A, « -f- A, 


Or, 


a — X X -|- A, a — x .r -t- A, 


a - 4 - A, a - 4 - A, a -f- A, a -h h 

et ainsi de suite. Si donc on pose généralement 


il vient 


i + A, 


a - — x x r 

l = — — h — f ï — a,(l — «2) ■+■ (l — «3) ■+■ ••• j> 


ce qui est évident. 
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On voit par là que la série proposée n’est autre chose 
qu’une transformation de l’identité 

X = I — a, -I- a, (l — a,) + a,»,(l — 

où les « t , «s,..., représentent des fractions quel- 
conques. 


7. Le rapport du terme de rang n + aau terme précé- 
dent est égal à 

a 

i -+- - 

a -t- n n 

Y+h ~ b *' 

I -4- - 
n 


et tend vers x quand n croit indéfiniment. La série est 
donc convergente ou divergente selon que x est inférieur 
ou supérieur à r . Dans le cas oùx=t, le rapport précé- 
dent peut s’écrire 

i 

l H 

a -4- n 

et l’on sait qu’alors la série est convergente ou divergente 
selon que lim. n c’est-à-dire b — a, est une quan- 

tité plus grande ou plus petite que i . Dans ce cas, la série 
rentre dans la formule du n° 6 et a par conséquent pour 
' b — x 

somme -, 

b — a — î 

Si l’on a à la fois x — i , b — a — i , la série est mani- 
festement divergente. 

8. x" Soit « > i . On a 


S. +1 O a ' + ' 


( a 
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ejl l’on sait que le second membre tend vers une limite finie 
quand n croit indéfiniment. La série (i) est donc con- 
vergente. 

Si l'on suppose a. i, comme le rapport tend vers 

l'unité à mesure que l’arc u tend vers o, on peut toujours 
faire en sorte qu’on ait, pour toutes les valeurs de n à partir 
d’une valeur p , 

x x 

Sin _> fr , 

n n <1 - t - n 

À étant un nombre déterminé plus petit que i. 

De là résulte 


sin" ( — ï— \ 4- sin" ( - 4- . . .4- sin" ( \ 

\a-\-p) \fl4-/)4-l/ \n-\-n] 

~> h “ je" T * 1 1- . • • 4 1 . 

Le second membre de l’inégalité augmentant sans limite 
avec «, la série est divergente. 

On reconnaît qu’elle l’est aussi pour a — i. 
a° Soit a i. On a, pour toutes les valeurs de n autres 
que zéro, 

sin (îàï) . 


tang < 

a n 


(?) ’ 


par conséquent. 


a ~ < ~~7p\ (?) * !in " (îtt) + ■ ■ • ' ■ 

™' u) 


4 
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et* c|iii démontre la convergence de la série. Si l’on suppose 
y < i , on a 


i ï 

Ç »«'• -f- * -j“ 

« (rt -f- l) W 


(- + »r 


la série est clone divergente, et elle l’est encore si a = t. 


9. Observons d’abord qu’on a, pour toutes les valeurs 
positives de x et pour les valeurs négatives de x plus grandes 
que — i , 

(A) log (i -+- -r) < x. 

Celte inégalité résulte immédiatement de la redation 


: - r+ r.ï( ,± 3 ) f4 -- 

.(,± 

. 2 . . . ‘À H \ O. 


X 

n -f- î 


-f- 


On lire d ailleurs do (A) 

M'-'-rl;) 


ou, en faisant » ~ 

• i — 

( !’> ) 1 %' ( > ■+■ y ) > * - • 

' ' p ‘ ‘ i -4- y 

Cela posé, la séiit; (s) ro\ ient à la suivante: 


log ( I 
P V 





i i -f- la lia 1 


- ^ | -f- 

; ) ■+• • • • » 


tant * 2 - 
v a 4- 


;) 


I a t j ■ : o ! i o est convergente en venu de (A) et d'un résultat, 
dis msmé. o | a 1 1 édeut. 
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Quant à la série (2), elle est divergente (n° 8), car les 


senes 


rang-» rang — --»•••> rang : * • • > 


CI -+- Cl 


tang 


(3) 


© 


tang 


a -4- 1 


tang (~) >+*«6 (—7) 


( 

* \ 

tang^- 

4- n ) 

1 -t- tang | 

f X \ 

\a-hnj 


sont divergentes l’une et l’autre, et, en vertu de (B), 
chaque terme de la série (2) est plus grand que le terme 
correspondant de la série (3). 


10. Soit 

p = n 

(0 y = 2 sin + P*)- 

p = o 


Le produit d'un sinus par un cosinus étant facilement trans- 
formé en une somme ou une différence de sinus, on conçoit 
que si l’on multiplie les deux membres de l’équation (1) par 
acosa, on puisse faire apparaître, dans le second membre 
de la nouvelle équation, la quantité inconnue^. O11 trouve, 
en eflet, 

p = n p = n 

(2) lycosa =#2 sin (n+/i + u) -I- ^ s ' n (<* ■+■ /-> — < *)i 

p — O P = O 

où la première somme du second membre représente 
^-t-sin((7 -t- n -+- la) — sinez, 

et la deuxième 


y — sin (n -t- ci*)'-t- sin ( a — a). 

L’équation (2) nous conduit alors, après des substitutions 

4- 
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évidentes, à la relation 


«4-1 

Sin a 

2 

. a 
sin - 

2 


• / *«\ 

SID ^ + _j. 


On trouve semblablement que la seconde somme est égale à 

,8 (" + t )- 


. n + 
sin 


* 

sm - 

a 


On obtiendrait par le même procédé la valeur des sommes 


/> = ' i 


p = n 


xP sin (n 4- p et), 2] -+-/>«). 

(N° 24.) 


p = 8 


11 Pour établir la convergence de la série (« 0 ), il suffit 
de montrer que la somme 


« -h tr • ■ 


« 


(m-4-p) 


est aussi .petite qu’on veut pour m suffisamment grand, 
quelle que soit la valeur de p. Or, cette somme n’est qu’une 
partie de la suivante : 


(B) 


i) i«+t) , , (mri-i) 

n H- u -f- ... 4- « 

o i n 

(m -p *) (m-f-i) (m -f- -) 

4~ « 4- ... 4- « 


B ("+ p) ,/"■ H p) . 


(m -4- p) 


qui est moindre elle-même que la somme 

I1(-h> -t- H :*+/>», 

et cette dernière est aussi petite qu’on veut à cause de la 
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convergence de la série (A). On établit absolument de 
même la convergence des séries («,), («„). 

Cela posé, on a les équations 

i HO “ 4- U, + . . . + !t n — I 4“ pO, 

\ UC) = tt (,) 4- «' lî 4- ... 4- « (,) 4- pO, 

(C) l ’ " 1 p ’ 

f H(— ) = 4- -H...4- 4- p(— » 

1 O 1 |) — II 7 


dans lesquelles p !0> , p lm 11 désignent des quantités 

aussi petites qu’on veut quand « est suffisamment grand. 


On peut donc supposer chacune d’elles moindre qui 


t 

— y 

ni 


£ étant très-petit et ni très-grafid. 


On a de même 



i V u ~ u { j -f- it" -f- . . 

. {«• 1 

°4-,., 

•1 V, = », 4- 4- . . 

(m— 

. -t- U 

'' 4- », , 

(D) 



! v._, = 4- // 1 

( 4- ... 4- 

(in -îï , 

U -h 

n - 1 


chacune des quantités a étant supposée plus petite que -• 
Il sui t de là que les deux sommes 

HO 4- H<0 4-. . . 4- HC- 1 V. 4- V, -t- ... 4- V_, , 

ont une différence qui tend vers zéro quand ni et « croissent 
indéfiniment; la limite de la première est donc aussi la 
limite de la seconde. c. q. f. n. 

Dans le cas où les termes sont quelconques, et sous la 
condition énoncée, on voit que la valeur absolue de 
la somme u n 4- ft„ 4- ■ • • -t- u„ est toujours 
moindre que la valeur absolue de la somme (lî), inférieure 
elle-même à celle de l’expression 

1,4, ..) 4 + + „ • > 
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et l’on sait que celle dernière tend vers zéro, quel que 
soit p, à mesure que m croit indéfiniment. De là résulte 
encore la convergence de la série (n 0 ), et l’on arrive de la 
même manière à celle des séries (// ,), («,),..., (m„). La 
démonstration s’achève comme dans le premier cas. 

Le théorème subsiste évidemment lors même qti’on sup- 
pose quelques-unes des séries (C) ou (D) composées d’un 
nombre fini de termes. Chaque série de cette espèce peut en 
effet être considérée comme une série convergente indéfini- 
ment prolongée, mais dans laquelle s’évanouissent tous les 
termes dont le rang surpasse un nombre donné. 

Ce théorème important, dû à M. Cauchy [Anal, algéb., 
p. 53y), est utile dans la recherche du développement des 
fonctions en séries, § VI.) 

12. L’expression 

( ix \“' 

I i ; eos * » 

V ' -*-•*’ / 

dans laquelle — - — - est moindre que l’unité, peut se déve- 
lopper en série convergente, ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de celle quantité, ce qui donne 

(i) y — ( 2 x cosst)^ (? -t- x’) 

A — O 

On â aussi ( n° 5) 

(l) (i -t-x’) — (*+') — j — (5H-i).**-4-...-l-(' — j xV 

Or, les séries (i) et ( 2 ) sont convergentes, et la seconde 11 e 
cesse pas de l’être quand on y donne le même signe à tous 
ses termes; il suit de là (n u 11) que, si l’on développe 
chaque terme de la série ( 1 ) en une série de la forme ( 2 ), 
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la série nouvelle à laquelle on arrive en ordonnant les ré- 
sultats obtenus suivant les puissances croissantes de x est 
aussi convergente et a pour somme y. Il faut donc calculer, 
dans chacune des séries que renferme l’équation (i), les 
ternies où la lettre x est affectée d’un même exposant. Or 
le terme général du développement qui répond à la valeur À 
étant 

(T) (2 cos aÿ (— ij p + 

on voit que les puissances de x que ce développement con- 
tient sont de même parité que On est donc conduit à 
chercher séparément le multiplicateur de x*" et celui de 

Dans le premier cas, posons 

) ■+- i/j — in, \ — 2ft, d’où !> —, n — p . 

Le terme général devient alors 

( — i/' — P (" ** J (2 cos«) ,/ ‘.r M , 

qu’on peut aussi écrire 

(— + ^ ** | (2 cos a p a.'-"; 

d’où résulte 

/* = " 

A». = (- ■)" 2 ')•“ (" (* 

H = o 

Dans le second cas, on pose dans le terme général 
À + sp=în + i, ^ = 2 ( « -|- i , et l'on trouve 

fi = n 

A»+, = (- •)" 2 (- (" ‘ ) {* cos a)*" + «. 

[l — O ^ 

(V *4.) 
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13 . On a 


cosa = 

sin 2 a 

2 sin« 1 

a 

sin « 

2 ~ 

. « 
2sm — 
2 

a 

COS y — 

4 

. ci 

sin - 
2 

. U 
2 Sin y 


2 , a 

2 sin — 
2n 


el par suite, 


Donc 


P.= 


sin 2 a 


(-) • 
\2“/ S1112tf 


. a .a 2 a 

2" +l sin — sin — 

2" 2" 


lim P„ 


La considération de cette limite s’est présentée à Viète 
[OEuvres, p. 4°°)> à propos de la surface du cercle. Il a été 
conduit en effet à la relation 

s r‘.* i 

S* AA A ’ 

cos — cos — • •* cos — 

2 4 

où S s „ k désigne la surface du polygone régulier de i". h côtés, 
et A l’angle au centre de ce polygone. 

14. i° On a évidemment 

( * tl m + 1 ) (l 1 U m , 

( I — ) ( 1 lt m\ : j ( I u m+i) 1 lr m+i — W/n-t- J — H mi n 

A,, I ~~ "t rl m+3 ‘ t" • . ( 
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Or, la série (1) étant convergente, on peut prendre ru assez 
grand pour qu'on ail 

“t - ^ ... -t- O, . 


a étant aussi petit qu'on voudra. 
De là résulte 

A p > I — a 

a° On peut poser 

1 

1 +- «* = 

d’où 


I — v h 


par conséquent, 


Uh 

v k — — ; <“ki 

1 -f- Uh 


par suite, 


= (l —M«+,)(l— <>«+>)•• {« — •’n+p) 

> (l — «■+,) (1 — «»+>)• • •(« — U„+ P )i 


B„< 


I -t- a 


lo. i° A„ décroit à mesure que n augmente; il suffit 
donc d’établir que cette quantité ne décroît pas indéfini- 
ment. Or, on a 

A„= (i— H,)(l— (l— — B«h-i) (! — «•+>)... {•—«») 

= A„(l — «„+,)(« — !<»+,). . .(1 — «„), 
et, d’après le numéro précédent, 

A„ > A„ (.1 — a), 


a étant une quantité aussi petite qu’on veut pour m suffi- 
samment grand. 

2 U O11 voit de même que 

B„ = B„(i -t- »„_h) (t + ««+))• . .(1 -I- «.), 
et comme, pour m suffisamment grand, le multiplicateur 

de est moindre que — 1 — , 011 a 
1 1 — a 



1 — a 
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c’est-à-dire que B„, qui croit sans cesse avec «, ne croit pas 

sans limite. 

16. On voit sur-le-champ que 11„ croit indéfiniment 
avec n, car on a 

i -+- u a ■+■ u, -+- . . . -+- u„ , 

et, par hypothèse, la quantité 

«, H- «. -I- . . . +• //„ 

croît indéfiniment avec n. 

Quant à la limite de A„, si l’on pose 


' —.!*+■ v h 


(1 OU 


on peut écrire 


i — u k 


"/• ^ 

"A > U h, 

I — w* 


T- = {| .(l -t-V,,)>(l ■+- «,)(l -4- «,)...(! 

A, j 

11 résulte de là que — croit indéfiniment avec n, c’est-à- 

dire que A„ tend vers zéro. 

17. On a les égalités suivantes : 

in ni (m — i ) ( in — i ) ( m — 2 ) 

1 1.2 1.2 

(ni — 1 ) (/w - 4 - 2 ) tn(ni — i)(m — 2 ) (m — 1 ) (w — 2 )(/» — 3} 

1.2.3 — 


1 .2 


1 . 2.3 

(m — 1 ) (m — 2 ). ..( /« — p^-j ) 


(-«> 


"+■( — 1 / 


1.1.. .(p— 1 ) 
111(111 — i)...(w — p-t- 1) 
1 . 2 . . ,p 


{ m — 1 ( ni — 2 )...(/« — p ) 

- — ' K' 

1 . 2 . . .p 
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5.9 

La valeur absolue du second membre de cette dernière éga- 
lité est celle du produit 

et tend vers zéro lorsque p croît indéfiniment, quel que soit 
le nombre positif m (n° 15). 

Quand m est négatif, les égalités précédentes subsistent 
encore, et la somme des p - 1- i premiers termes de la série 
est représentée par l’expression (a), dans laquelle on rem- 
place m par une quantité négative. On sait d’ailleurs (n° 16) 
que dans ce cas le produit ( 2 ) croît indéfiniment avec p. 

18. t° Soit S la limite de la série, S„ +1 la somme de ses 
n -|- 1 premiers termes; on peut écrire 


(') 


/ 1 + «1 -t- tt, \ / 1 -t- //. -t- », -4- l<> '\ 
\ I -f - U 1 / \ i -f" tt\ -f- tl 2 J 


I x /l±fL ±±±^±±). 

\ 1 -t- U| -t- . . . -t- / 


par suite, 

S = (t -h «,) ( 1 -t- — -i-) ( 1 -h — ^ • 

v 'V 1 -+- «,/ V 1 -t- v, -t- 11 J 

/ 

X 


fl + ^ 

\ I *+• H 1 ■+• • . . “f" U„_ 

c’est-à-dire que le produit 

(l -t- v.) ( I + Cj). • •(* ''» )» 


I -j- «I -f- ... -I- //„ — I 


converge, pour n croissant indéfiniment, vers la même 
limite que la série proposée. On voit d’ailleurs que la con- 
dition de convergence du n° la est ici satisfaite. 
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2 " Si I ou compare le produit 

(l 4- «•,)(■ 4- <•,).. (l 4- <’„) 
nu second membre de l'équation (i), on en conclut 


« 2 

»l = «„ V, — 1>J 

I -+- u , 


«2 


1 4- il, 4- il j 


«„ 

»» = — ; ; : i 

I 4- u i 4“ • . > 4" u„ ~ i 

par suite, 

«i = »ii «, = (i 4 I',) «„ K| = (l 4- »,)(l 4»,)»J, 
cl généralement 


«„ = (| 4- K, ) ( i 4 V,). . .(i 4 i ) ». » 

ce qui donne une série convergente comme le produit d'où 
on l'a tirée. 


19. i° Posons l’identité 


( i 4- xz ) (i 4- x’z). . .(i 4- x" z ) — t 4-A,z 4-*A,z’ 4- ... 4- A „z". 


Si l’on y remplace X par xz, l'identité subsiste encore, et il 
en résulte 

(l 4- A, z 4- A,z’ 4- . . . 4-A„z n ) (l 4- x" +l z) 

= I 4- A,xz 4- A,x’z’ 4- . . 4- A „x"z" {t 4- xz). 


Égalant les coefficients de z’’ dans les deux membres, il 
vient 


d’où 


\ p xP 4- A /( _, xP = A p 4- A p -,x"+', 


cl, par suite, 


A ,= 


xP ■ 


— xP 


X — X" + ' X ’ — x“ + ‘ xP — x“ +l 



a n Si l’on fait croître n indéfiniment, A,, a pour limite 
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(il 


P(P+>) 

_____ .r a _ 

(!— i)(l— X>). . .(I— XP) ~ B/ '’ 

laquelle diffère de A,, d’aussi peu qu’on veut, quel que soit 
le nombre déterminé p, pour n suffisamment grand. On 
peut donc poser l’égalité 

a =-p a— p 

(o 2 b «‘“=2 

a = o *=o 

£ étant un nombre positif très-voisin de zéro. Observons, 
en outre, que le premier membre de cette équation tend 
vers une valeur déterminée quand p croît indéfiniment, 

g 

puisque le rapport tend vers zéro dans le môme cas. 

On a aussi, pour p suffisamment grand et quel que soit /i, 
supposé toujours plus grand que p, 

a.=p 

(*) ^ A /= liinP /> ■+ 
a — o 

3 étant aussi petit qu’on voudra. On conclut des relations 

(■) el ( 2 ) 

a = ce 

limP„ = 2 

a — o 

20. La formule de Moivre conduit à la relation connue 

/ m\ 

sin m. x— m ros”’"'x sinx — ( ■$ ) cos x sin-x 4- .... 

En y supposant m impair, elle prend la forme 

(i ) sin mx — m sin .r ( i -t- n x sin’x 4- . . 4- sin" 1 -' .r ) 
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6 a 

ou celle-ci, . 

(2) sin/a-r — m cos "‘x tangx (i -t- A.tang 3 .r-|-...-f- 6 ,_,tang m -'x). 
Or, si l’on pose 

sinx=r et sin mx = »( y), 

l’équatio'n 

?(/■) = O = JT (l-h a,jr 7 -h. . .-4- 
admet /« .racines, qui sont les sinus des arcs suivants : 


7T 

! — r 
ra 


9,ir 
— •> 
ru 


par suite, la relation (1) peut s’écrire 


sin mx — H sin x / 1 — 


X / 1 


sin 3 x \ / 

sin, £y \ 

sin 3 .r ' 
t m — 1 7 r 

2 m , 


sin’.r \ 
n , 

sin J 2 — / 
m . 


Pour déterminer II, il suffit de remarquer que si l’on fait 
x — o, on a 

. sin mx sin mx .r 

H lu» — hm — — m — m 

sin x mx sma ’ 

d’où résulte la relation (A). 

O11 arriverait de la même manière à l’équation (B). 

21 . Les inégalités (C) peuvent s’écrire 

«n (a + h ) — sin n h tang (a -h A) — tang it v h 


ou bien 


• è / * \ h . 

a sin - cos a + - < - sm a, 

2 V »/ 2 

a tang A (n- tang a tanga -I- h) > h tanga; 


tang a 
h 
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el sous cette dernière forme elles sont évidentes, car on a 

sin^<^» a cosaOina, tang/)>A, a ( i -+- tang’a) > tang a. 

'Elles s’établissent aussi très-simplement par la Géométrie. 
Cela posé, de l'identité 



en faisant 


sin 1 — 
m 

ni r — I , = «„ . 

sin’« — 
m 


Supposons l’arc z compris entre les valeurs nn et (n-|-i)7r, 
n étant plus petit cjue in ; on peut prendre m assez, grand 

pour que — soit moindre que Par suite, et en appli- 
quant le premier lemme, on a 


«.< 7 — J»"’» "» < -T—, 

JC 4 n //• JC ! 


"11+1 T 


H -+- I J JC 2 


-1 
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(«, — i )(//,— T) i ){ i — «„ +l ). . . ^ i — _ ,\ 

<(Hfe-H£-‘)[‘-vnh>\ 

xf- 


et enfin 


I g* 

— i)“sinz<( — i)*z — — 

“ k#'l 


z 1 

4 V 7 


Le second lenime conduirait de la même manière à la 
deuxième inégalité. 

22. Le numéro précédent fournit les deux inégalités 


( — l)"sinz<P, ( — i )" cos" — > P, 


où l’on a 


P = (— 


(-£)■••[- (=W*_’ 


m représentant un nombre impair quelconque aussi grand 
qu’on voudra. Or, si l’on fait croître m indéfiniment, P a 

une limite (n n 15). D’ailleurs, la quantité variable cos™ — , 

toujours moindre que l’unité, s’en approelie’indéfiniment, 


= (-*=)■ 


> i — m sin' — i 
ni 
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. Z 

, sm* — 
z 7/ m 

COS 1 * — > I 

m m 


te)” 


et le second membre de cette inégalité est aussi voisin qu’on 
veut de l’unité, pour m suffisamment grand. Il suit de là 
que ( — 1 )" sin z est compris entre deux quantités variables 
avec m et ayant la même limite; on en conclut donc 

( — i)" sin z = lim P, . 
ou 

”‘=‘(-S) {'-■£) (—£)•••• 

Pour tirer de là cos z, il suffit d’observer qu’on a 


Sin2Z=2 2 


4 z ’\ / 4 

\ /,__4 

/ \ 

3> 

4*’ i r, 

4 ** 

( 2/1 — l)’îr’J L 

(2/l) 3 : 



2’*’/ V 4 '*') \ 

, 6’< 


d’où, en divisant ces deux égalités membre à membre, 

23. Si l’on déduit des relations proposées l’expression 
de 

cos ( x -h nh ) H- i sin (.r -+■ nh ) — ( cosx -4- i sin x) ( cos h -+- i sin A )* 

5 
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on trouve, en posant, pour abréger, 21 sin - = ar, 

cosx -+- i sin .r 4- a [cos [.r 4- 4 - i sin 4 - J 

+ (») “’[ cos (* + 2 5) + sin (* +.*;)] 

+ (J) « 3 [cos (x 4-3;) + siu .(, + 3i)] + ... 

= (cosx 4- 1 sin x)[+ [”) au ■+■ [”) a 3 a 3 + a 3 a 3 + ...J i 

u désignant le binôme cos - + i sin -• 

22 

Il suit de là qu’on doit avoir l’égalité 

(cos A -h / sin A)* = (n- an)", 


ou bien 
cos 


. ... . . A / A . . A\ 

A + 1 sin A = 1 4- 21 sin - cos — (- / sin - 1 1 
2 \ 2 2 / 


relation qui est évidente. 
24 . Posons 


p = n 


P — n 


u =^i-Fcos(a + pa), v =2 b* sin (a + pa)-, 

p — O p=zO 

on tire de là 

P= n 

u + iv '. = 2 J**(cos« 4- / sin a) (cos pa 4 - 1 sin fia) 

P'~o 

P— n 

= (cos/7 4- 1 sin a) 2 [.r (cos a 4 - / sin a)]r. 
p=o . 

La dernière somme est celle des termes d’une progression 
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géométrique, et elle est égale à 

x '*' 1 (cos a -f- i sina)" +l — ! 

: — : ; » 

x cos a -t- 1 sin a ) — 1 

expression qui peut aussi s’écrire 

[x* +l ( cos n -h 1 a -I- / sin n -h 1 a ) — I ] (x cos a — 1 — xi sin a) 

1 — 2 x cos 0 -I- x 1 

Le produit de cette quantité par cos a 4- / sin a prend la 
forme A -f- B i, où l’on a 

A 

B 


x* +, cos(« -h n x) — x" + ‘ cos (a + »+i«) — xcos(a -4- a) -+- cos a 

I — 2 X COS a X 7 

x" +J sin (« + ni) — x n+l sin (a -f- n 4- 1 a) -+- xsin(a-(- a)-+-sin a 
1 — 2 X cosse 4 - x 7 


Si l’on fait croître n indéfiniment, u et v n’ont de limite 
finie que lorsqu’on suppose or<( 1. On a, dans ce cas, 

cos a — xcos(a-+-a) sin n x sin (a -t- a) 

lim u — i hm v — ! 

I — 2xcosa-t-x’ 1— 2x cos a ■+■ x 7 


Remarque. — Le dernier résultat conduit à celui-ci 


1 — ax cos a -h x 1 


:x sma -t- . . . -t- x 7 " sin 2 no. 


-+- x ,,I+1 sin ( 2 n -+- 1)« -1- . . « . 


En le rapprochant des formules trouvées daus le n° 12, 
on en déduit 

sin 2 flot = sin a A,„_i , 
sin (2« -t-i)a = sin aA,„; 

5 . 
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et par suite, 


/* = »» — 1 


sin 2 na = ( — 1 )" +1 sin a ^ ^ ( a co * ! 

11 = 0 
/i = n 

sin (a»-Hi)a = (-1)* sina (— l)^ ( 2 




P=° 


§ II. — Différentiation des fonctions explicites 
d'une seule variable. 


25. 


± 

dx 


: 4# ( 20 x 3 — a4*’-+- — a) 


26. 

dy_ 

X 1 — 2 

dx 


27. 

( jy_ __ 

a 3 

dx 

(a'-x'f 

28. 

fri* 

II 

* 1 

b* x 1 (a -t- bx ) ^ 

29. 

fri* 

II 

. 7 

5 “7 

- fc'x* ( a -+- bx) 


30. En prenant les logarithmes des deux membres et 
différeutiant ensuite, on trouve 


dy 

dx 


{x - 2 )> 


— (**— :•* + «)• 


(*— 3 ) 1 

Il est souvent commode d’opérer conjmedans cet exemple, 
lorsque la fonction est un produit de facteurs élevés à des 
puissances. 


31 tl r _ r (j + 3)’ f 

dx (x -h 2 )* 1_ x -+- 1 J 


Digilizsd by Google 



SOLUTIONS. 


69 


32. 

^ = {a ■+■ bx + x’) . 2 . 

33. 

dy 1 

dx i 

x(.-x’) 1 

34. 

dy __ t 

\ dx x logx 

35. 

Soit 

d’où 

^ = log,x = log(log,x) 

dy _ 1 

dx xlogxlog,x’ 

et généralement 


dflOgnX) _ I 

dx x logx log,x. . . log^i x 


36. 

<r _ 

Sx 3 

dx 

( 5 x 4)*" 

37. 

dx 

I 

x s (i -+- x)‘ 

38. 

dy 

^ yjre lin m 

dx 

*. . 

(I-X»)' 

39. 

±_ 

I 

dx 

(*-*■)* 

40. 



I 

dx 

a -4- b cos x 

41. 

il 

1 

cos x 

42. 

<ty_ _ 

dx 

c.o&x 

sin J x 

43. 

dy 

dx 

, (*>_ 

1 a -4- b cosx 
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46. Les trois parties dont l’expression se compose ont 
respectivement pour dérivées 

X (i -+- 4sin , a:) 4a-(t -+- 2 sin’x) 8x 

5cos e x ’ 1 5 cos* x ’ 1 5 cos : x ’ 

dont la somme se réduit à — ^ — 

cos'x 


47. 


48. 



4r _ « 

«£r a H- é cosx + CC 0 S 2 X 


49. La fonction x n tend vers une limite finie, car en dé- 
signant par a,, a„ . . . , a n les exposants de x dans x, , 
x t , ... , x„, on trouve 



a , / i i \ 

. — a i H = Oi ( 1 -t- — H — — 1 > 

pq \ pq p‘q‘) 

° “~~ a> (' + " + 

La limite de a„ étant ? 1 > il en résulte nue x n tend vers 

pq — i 


i_±L 


xPl~ l , dont la dérivée s’obtient immédiatement. 


50. Il suffit de différentier par rapport à x. On obticn- 


Jigitiîed by Google 



solutions. 


drait de la môme manière la relation ( i ), en parlant de la 
relation (a). 

51. Qu’on fasse x = o dans les relations du numéro 
précédent, puis qu’on y remplace // par x; en diifércntiant 
les résultats obtenus, on arrive aux formules à démontrer. 

52. Il suffit de différentiel’ deux fois de suite la relation 
qu’on trouve en prenant les logarithmes des deux membres 
de l’équation donnée. 

§ III. — Différentiation des fonctions explicites 
de plusieurs variables. 

53. du = 3(3x — 2y] s (3 dx — idy). 


Sir du = 
•55. du : 

50. du — 

57. du — 

58. du — 

59. du = 


(x'-hy 7 ) (x 7 — y 3 
2 ( xdy — ydx ) 

idx dy 


- (ydx — xdy). 


t 

dx 


« -t-r” 
dy 


1 -H x 2 i -+- y 2 

2 (ydt — xdy) 

y 7 sin — 

y 

(ay — bz) dx -+- (cz — ax)dy -t- (bx — cy)di 


( cz — ax) 7 
ye'dz ^ xe‘ (xdy — ydx) 

(x 1 -t-y 2 ) J 

61. du = (dz — dy — rfx)sin(x+y — a). 


00. du = 


dt\ 


62. du=y z z*‘ (^logj'logzfte -+- - logzr/j + 
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64. De l’équation 

F(X, Y, Z, T) =/(*, y, z, t), 
on déduit par la différentiation 

! d F df dx df dy df dz 

I dX~~ dxdX^dÿdX.~ h '’’' h dt dX.’ 

d F df dx df dy df dt 

dY~dxTŸ^dÿdY + ‘“ + Ht üTŸ’ 


i d F df dx df dy df dt 

\ dŸ = dxdŸ + dÿdT ~dt In' 

On a d’ailleurs 


dx „ dx 

x 'K + I 'Jï 


_ dx 

•■ + Ti iï =ii - 


puisque — . est égal au coefficient de X dans x, — au coef- 
1 1 flX «Y 

ticient de Y, etc. Si donc on ajoute les équations ( i ) après 

les avoir multipliées respectivement par X M Y,,..., T,, 

il vient 


rfF 

'dX 


■Y, 


d? 

dY 


„ d F df df df 

T ‘ dŸ~ x 'di+ y 'dï + -" + , 'Tt’ 


Cette proposition est utile dans la théorie des coordonnées 
homogènes. 


65. La fonction étant homogène de l’ordre n, chacune 
de ses dérivées partielles est homogène du degré n — i j il 
en résulte qu’on a 


du 

d’u 

d’u 

dx 

= *dx> 

■+■ y — 

d.cdy 

du 

d’u 

d’u 

dy 

X dx dy 


du 

d’u 

d’u 

dz 

dxdz 

^ y dydz 


d’u 
dxaz ’ 
d’u 

z TT’ 
dydz 

d'n 
z — - — • 
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Ajoutant ces équations membre à membre, après avoir mul- 
tiplié la première par x, la seconde par y , la troisième 
par z , on obtient la relation proposée. 

d* II 

: (1 4- 3 xyz -t - x 2 y 2 z 2 )e*7‘. 


66 . 

67. 


dxdydz 

d 2 a 


d { u 


l5xy 


dxdy ' {x + x' + j'Y dX ' df ‘ (l 4- 

'-du i i - 

68. (a’ — x 2 ) 2 — (a* — ar*) 1 [a 1 — y 2 Y («’ — *’)* 

dx 

1 1 

— xy (a 2 — z 1 )’ — zx (a 2 — y*)' 

— yz [a 2 — * 2 Y‘ 

En représentant par f le second membre, on a 

(a’ - *’)* g = '(-* - y'? g = (*’ - *’)* $ = - «; 


par suite, 


1 — rf 3 u 

(a 2 -y 2 ) 1 (a 2 — x 2 Y 


du 


dxdydz dz 

et enfin 

(* - ^ ~ ^ d£h> tz 

Observons qu’en posant 

a; = asin«, ;y = asin(î, z — acosy, 
l’équation ( 1 ) devient 

K = a 2 sin (a 4- p -t- 7 ), 


d’où 


U3)_(£) 


/ d 2 u 
\dxdydz 


(£)“(£) (£)”“(£) (!)(£)’ 

ce qui n’est autre chose que la relation (a). 
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69. Si l'on dilî'érentie successivement par rapport à x et 
par rapport à y les équations du système ( 2 ), en y Consi- 
dérant u et t comme des fonctions de ces variables eu vertu 
des équations ( 1 ), on trouve 


( 3 ) 


/ , = <r'X + 

) 0 = %. - + - V'tf'r’ 

o =*: k -4-+X, 


Des relations (3) on tire, en posant 




— = k > 


kf — 
* y 




d’où résulte immédiatement le théorème. 


§ IV. — Différentiation des fonctions implicites. 


70. 


71. 


72. 

73. 

74. 

75. 


76. 


dy _ ( a -4- /) (ax -f- by -H xy) — x 
dx ~~ y — (6 -t- x) (ax -t- by -f- xy) 
dy __ — 2 y* 

dx n ( x 3 — y 1 ) — 2 xy 

dr = _Z. 

dx x 

dy y 1 — xy logj- _ yf_ 1 — logx 

dx x 2 — xy logx x 1 1 — log^- 

dy _ e^ 

ür 2 —x 

rf/ _ sin/ 

dx ~~ 2 sin2/ — sin^ — -rcos/ 

sirÉj 

sinj- sin2,y -f- cos y — 1 
dy 1 — 2/sin y -t- y* ■ 1 
dx 1 — cosr — y sin.r 
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77. — = — ^ — (i — cotnx). 

dx i — y 

p-o dy y tangx/ (sécxy)’ 4- ic* yxf~' 

di = ~ ï , 

xtangx/ (sécxy)* -+- 2 <r logx 

y ax/ - 1 — tangjy 

x tang xy — 2 x-’ ,_1 logx . 

79. t=~ r - 
dx x 

Cet exemple rentre dans 1 équation générale 



qui conduit au même résultat. 


7 5 


80. 


81 . 


82 . 


83 . 


84 . 


83 . 


y -^{ i — **) 

dx — ** - 

(2/’-X>) (I-**)* 

dy / + 2 X + 2 J 1 y (y 4- a.r -4- 2 X 3 ) 

dx (i 4- x J ) ( 2 / — arc tangx) ~~ (i -t- x 1 ) (y 1 4- x 1 ) 

dy ria d'y _ a 

dx y y *’ rfx J y' 

dy 3 (i — 2 x J z) dz J_ 1 — 6 x* 

dx~~ 4 y { z — 3) ’ dx 2 (z — 3) 
dy z — x dz _ x — y 

dx y — z dx y — z 

du i / y 3 x — y ^ z J xz — i ^ \ 

dx a \ x x 4- xxz-t-l / 


86. On déduit de l’équation (i) 


(3) D f z —f(z) D,z. 

Le premier membre de l’équation ( 2 ) est égal à 

if'(z) D r z D,z 4- <p(z)D,(D 7 z), 
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ce qui revient à 

?'(*)/(*) (D x ï)*-t- ? (*)/'(*) (D x z)’ H-?(z)/(z)d£z, 

résultat qu’on obtient également en développant le second 
membre. 

On peut dire encore : quelle que soit la fonction z des 
deux variables x et y, on a identiquement 

D / [<p(*)D,z]=D.[ ? (z)D / *]. 

Or, pour la forme particulière de z que l’on considère, l’é- 
quation (3) subsiste; l’équation (a) subsiste donc aussi. 

87. Considérant le cas général, on a (n° 86) 

D / F(*) = F'(*)D / * = F'(z)/(*)D t z; ■ 

donc 

d;F( S ) = D / [F'(*)/(*)D x z] = D x [F'(z)(/z)>D x z]. 

On aurait de même 

D^F(z) = D x [F'(z) (/z)*D x z], 

et enfin 

d;f(z)=d;-[f'(z) (/z)-d x z). 

Celte formule est due à M. Duhamel : il en a fait usage 
pour établir très-simplement la série de Lagrange. 


§ V. — Dérivées d'ordre quelconque. 

88. ={—byp{p—i)(p— ?•)...(/» — n + i) (ft — bx)r-* 

-, dr . { iz\ 

89 . — = — a smax zzz a cos UzH — ? 

dx \ 2 / 

d’y / it\ / fr\ 

= — a’ sin ( ax — ] zz a’ cos ( ax -I- 2 — I ; 

dx’ \ z) \ i) 
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et généralement 

d"y 


d"y / n 

— — = a" cos ax 4 - n - 
dx" \ 2 


On trouverait de même 
d n . sin ax 


dx * 


/ w\ 

= a* sin I ax -+- n — J • 


90. cos’x = 


COS 7.X 


d’où 


d* y I d n .c 0S2x / It\ 

= : = 2"~‘ COS ( 2*+8- ■ 

dx n 1 dx n \ 2/ 


On déduit de là 
d“. sin’x 


dx* 


■ — — 2" - ’ COS 


( n 7r\ . . / » — i \ 

2i+ — \ — 2 n— Sin I 2X H TT j • 


91. On sait comment, au moyen de la formule de 
Moivre, on exprime les puissances entières de sinx et de 
cos x en fonction des multiples de l’arc x. Les résultats aux- 
quels on parvient peuvent s’écrire 

\ 

h = 2 p 

(i) 2 ainv#= ( — i)^ 2 ( — l } k (^h ^ cos — 2 h)x 7 


h = o 
h 


(2) 


at ,+ 'sinV +l x=(' — i)e ^ + , — sA)* f 


A=o 

*=y> 


(3) 


h = 0 


2 P COSPX == 2 j C0S (/> — 2 A) J?, 


La dernière formule donne, en ayant égard au n°89, 

£■ = b 2 (î ) {p ~ ' h)n cos [ ip - » ■ *) ■ * + ~ ]• 
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Si la fonction proposée était sin^x, les relations ( 1 ) et 
( 2 ) conduiraient à deux formules analogues, l’une répon- 
dant au cas de l’exposant pair, l’autre au cas de l’exposant 
impair. 


92. 


d"y 


dx 


- =(— i) ,, - | n(* — i)(rt — 2 ). ..3.2. 


93. £ = 


dx (1 — x)’’. 

/ * 

et, par suite, 

d"y d "~‘ . (1 — x) -1 n (n — i)...3.2.i 

dx " 2 dx"~‘ 2 (1 — x)" 4-1 

94. ~~ =e xeos9 [cos(xsin8) cos8 — sin(x cos8) sin 8] 

= e 1 cos 9 cos (x sin 8 -4- 8 ) } 
et en continuant, 

— e* 00 *® cos(xsin8 ■+■ nO). 
dx" v ' 

95. On a identiquement 

e“ x [cos(èx -t- <r) -t- * sin [bx -+- c)] = 

Appelons u le premier membre de celte égalité, il vient 


— - = (a -t- bi)"e at+ ‘( il+c '). 
dx * . 1 ' 


Posons 


-j = cos a, 




(«■-t- t»y 
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la dernière égalité peut s’écrire 

* n 

d n u r* 

— - —{a* 4- è 2 )'*[cos{na 4- isinaa)] 

X [cos [bx 4- c) H- i sin ( bx -h c)]e“. 

Si l’on remplace maintenant « par sa valeur et qu’on iden- 
tifie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que les 
parties imaginaires, on trouvera 


d* \e°* cos ( bx 4- c)1 , , - 

— J = (o ! 4- b') 2 e° x cos (bx 4- c 4- n a), 


rf"[e“ sin(i.r -f- c)] 
dx" 


= (a' 4- è J ) 2 c“sin(iix -4- c -t- na). 


96. Si l’on désigne par u et v deux fonctions de x, on a, 
d’après un théorème connu de Leibnitz, 


d"uv 

dx" 


d"u dv d*~' u 

v — 1 - n — — 

dx" dx dx“~' 



I .2 


d'v d"~'u 
dx' dx ’ 


H- etc. 


Appliquant ici cette formule, on trouve 

P ? . 

d"r d m (a 4- bx) 2 d*~ ' [a 4- bx) 2 
■ dx* dx" dx"~‘ 

et en vertu du n° 88, 
d* y ( b \ * — 1 

d^ = \Z ) + 

X | na 4- 4- ta - J (a -h bÿ 

97. En appliquant le théorème rappelé dans le numéro 
précédent, on a 

_ A T ” p x ■ 

dx" L 1 P — n 4- i i — x 

| “i"- 1 '! . p {/> — ') J 1 1 

1.2 (p — n-hl)(/j — »4-l) (l — x) 1 '"J* 
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en posant 

«/ , 

A ~P[P — i). ■ .{p — n -+- i) (i — x)fxP~*. 

Si n — p, l’expression devient 
i .a.3 . . .{p — i)p | (i — *)?— (^j (i — x)r-'x 


r p ( p—i 

•T(i — j?)^*x*— ... j 

L 1.2 

J • f 


98. Au moyen du théorème du n° 96, on a 

d“y . f, n i 

- 7 — — A logx H 

dx" L i p — n -4- i 

_ ”(” — ») 1 

«•2 (p — « -+- 1) (p ~ n-h 7.) + ' ’ ’ J’ 

en posant 


A-=P (/> — >) {p — z)...(p — n + i)xr-". 
Si n = p, l’expression devient 
p (p — i). ... 3.2. i[~ iog x — — P -P ♦ 

L b t J (i.a)> 

P(P — ») {p — a). 1.2 


( 1 . 2 . 3 )* 


99. y= (a -+- x)p . [b -4- x)~?; 
d’où (n° 96) 

L i p — n-h i J 




d n r 

dæ n 


t”~0 y (y-n) , 

i.2 (p — n ■+■ i) [p— n -+- a) J "J’ 


en posant 


(o -f- x)» 
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100. y — (c al cos bx).xf. 

En posant 

b 

- = tança, 
a 

* f 

et ayant égard aux n°* 95 et 90, on trouve 

cos[iur -4- (n -f- i)a] 
(a 3 4- b'f 

n(n — i) . 

H p (j> - 

cos[ 6 jt -t- (n — a)a] 

X — ( “ 

(e* 4- b') 1 



xP Cl 


X xP cos ( b.r 4- n a) 4- npxP~ 


En opérant sur l’expression x r e"+ bi , on obtiendrait à 
la fois le résultat précédent et celui qui convient au cas où 
sin bx remplacerait cos bx dans la formule considérée. 

101. y=—( '-r- 4- 

2 a \a — bx a 4- bx ) 

par suite, 

d’y _ i . 2 . 3 . . . nb’ T i ' ( — 1 ) ,,+1 1 

ilx ’ 2« |_(a — bx)“ + ' (rt 4- 6.r)" + 'J 


Si n est pair, on peut écrire 


d’y i . 2 . 3 ... nb" ( n 4- l \ ... , 

— _ — > / n » s* b ,h r' b 

dx" (« 3 — b'x)’+' j£d 0 \ 2 h) ' 
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et si n est impair, on a la formule 


d"y 

dx“ 


1.2.3.. ,nb" +l ■%?>?'/ n ■+■ i \ 

_ \ ' [ \ a *-ih- 1 b iA r ik-t-< 

(fl 1 — df, \ 9 ./r 4 - i] 

. , = j_r. — 

9. b |_fl — bx a 4- bxj 


En opérant comme au numéro précédent, on trouve, 
pour n pair, , / 


d lL = ( n + 1 \ b 

iir* (a 2 * — 4 , .r , )” + ' £io \i.h -4- i / 

r 

et pour n impair, 

n — i 

±1 = V~ *,**,*. 

dx n [a 1 — ^x*)* 4 *’ \ 2 A / 

103. On obtiendra les formules demandées en rempla- 
çant b par ib dans celles du n° 101 ^ mais on arrive à des 
résultats plus simples en posant 


i j_ r i ^ i 

«’ -I- 2 n | a — ib.r a -+■ ibx J 


d’où 


d* y i . 2 . . . nb" 

dx" 2 


. . nb" ~ i 
a ■ [a — ibx)" + ' ' 


0" 


(fl 4- ibx)" + ' 


Si l’on fait a = r cosip, bx = rsinq>, le second membre 
devient 

I ? 3 . . Tl\>^ 

i" ■ *■ ■ - - — : — j— [cos(« -+- l)y 4- i sin [n 4- I )<p 

, , ,, 4- ( — i )" cos (fl 4- i ) o 

2fl(fl J 4- 3 ' 1 \ ^ , 

— i — i)"» sin (n 4- t)<p j. 
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Il eu résulte, pour n pair, 


*1 = (-,)> 
dx* K ' 


[ . 2 . . . nlr 


a (n 1 -+- b‘x') 2 
et pour n impair, 

n-+- l 


— cos jj* 4- t)arc tang^j ; 


d"y 

dx n 


= 1-0 


1 . 2 . . ,nb‘ 


■ r, ^ i*T 

“"[(* +i)are.ang — J 

a (a 1 -+- b 2 x 2 ) 1 

On peut aussi obtenir une formule unique pour les deux 
cas; en posant en effet 

1 __ 1 ( « 1 \ 

à‘ - 4 - b ’jc' 2 ai \bx — ai bx -+- ai J 


et opérant à peu près comme tout à l’heure, on trouve, 
quel que soit n, 

rf’r , . i .2. . . nb " . f , a "1 

_ ^ ,). sin [ (n + .) arc tang • 

a (a 3 -+- b'x *) 3 

( LlOU VILLE. ) 


I0i. En remplaçant & par ifc on rentre dans la question 
traitée n° 102; on obtient d’ailleurs des formules plus sim- 
ples en opérant comme au n° 103. 


105. 


dy lab 

dx — b*x* 


La question est ramenée à celle du n° 101. 

106. < -y- “fl — X 2 ) 3 = ( I H- J? ) ’ (l — X) 3 . 

dx 

Appliquant ici le théorème du n° 96, et observant qu’on 
a (-n 0 88) 

I 

dy (a -+- bx ) ■ I . 3 . 5 ... { 2/1 — I ) 

— 1 — — = —)!/> — br 

2 P (a 4- bx) 2 

ü. 
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d" + 'y i .3 . . . (a* — i) 

d. E* +l m i 

2“(l — X 2 ) 3 


107. 


[ k = » 

-z <->•(: 

A = i 


X 


.3. « . (aÆ — i) 


(2* — l)(2/l — 3)... (2/1 — 2/ -hl) \ 






dx a 1 - 4 - x : 

par suite (n° 103) 
d n y 


dx“ 


= (— 0" - ',- 2 - ••(« — *)(« — !) 


sin/?<j> sin“f 


où l’on a 

jr 

arc tangx = y. 

jQg sina sina 

dx I — 2x COS a - 4 - X 2 (i — y»x) (l — ÿx) ’ 

en posant 


cosa 4- i sina =/?, cosa — i sina = y. 

On tire de là 

[ P g \ 

dx 21 \ I — px i — tjx ) ’ 

et par suite 

_ JL [„ rf "~* (» — 

</x" 2/ [/ rfx"— 1 ’ rfx" - 1 J 

ou bien (n° 88) 

d"r i . a. . . {n — i) />" { i — yx)“ — <7" ( i — ^x)" 

dx- 2/ (l — 2xcoSa 4-x 2 )” 
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Si l’on fait 


i — x eosa = p cosS, x sina = p sin 9 , 


l’expression 


se réduit à 


P n (i — q*Y— q n (i — p x )‘ 


21 sinn (a H- 9 ) .p*, 


et par conséquent, 


d'y , 

-~x- = 1. 2 (w • 

riz" 


sin n ( a 4 - 0 ) 


• (i — 2xcosa -+- x *) 




109. Premier cas, m pair. La méthode de décomposition 
des fractions rationnelles nous donne ici : 


x** — a m ma 


— - — ( — - 

ma ‘ \x — a x — a J 


—y 

a” 1 


m — 2 2/ljr 2 h ir 

— : — cos 1 - « sin 

m m 


2/m . 2/m 

x — a cos ta sin 

m m 


rua"' *' 2 i, 


m — i 2 Im . 2 !m 

— ; — cos i sin 

m m 


2 h 17 , . 2 II 7T 

x — a cos h ta sin 

m ni 


Posons 


x — a cos - 


2. h -, 


cos (<3 >a) = 


m 


2 lm 

x’ — 2 ax cos h 

m 


-y 


a sin ■ 


2 11 TT 


sin (<p*) = — 


| x 1 


2 ax cos ■ 


2 /m 
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d n y 

dx 


!=(_,). r . ? — r î ! i 

" ' ma m ~‘ — a )""*■' (x -t- a) ,,+l J 

[ zhn "J 

-M" r )?*J 


i . 2 . . . n tpi 

2. 

- W<7 


m — 2 

“T - cos 


/ 2 A 7T 

X 1 — 2 ax cos 1- a 

X m 


Deuxième cas, m impair. On obtient encore, au moyen 
de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus simples, 

i i i 

•b" — a m ma m ~' x — a 




2 A ir . 2 A t 

cos h i sin 

m m 


2 hit 2 A 7T 

x — a cos ta sin 

m m 




2 A tt . . 2 h tt 

cos t sin 

ni m 

2 A n . 2 h te 

x — a cos ■ — - -t- sin 

ni ni 


En faisant une hypothèse semblable à celle du premier 
cas, il vient 



110. En opérant à peu près de la même manière que 
dans le numéro précédent, et adoptant les mêmes nota- 
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lions, on trouve pour m pair 

d" Y 1 . 2 . . n r I I ”1 

dx " ^ ' ma m ~ f-' |_(x — a)" +l ^ 1 (x - 4 - a)" + ' J 

m — 2 Yï.h[p+i)n 

“7" cos hs+i 

r 2 , 

- ma m ~P 
2 


s? 


b*j 


2 A tt 

x 1 — ïax cos \-a 

m 


et pour ni impair, 

d"y , 1 . 2 . . ,/j 1 

— 4 -=(— 1 " 

dx" ' 


ma. m ~P~' (x — a) 


r 2 A(/>-hi) 7 r 


1 . 2 . . .n v 2 

+(— *- — 2 , 
• nia m ~P~ x 


cos 


+- (// H- I 




2 /l 7 T 

x ’ — 2 (ix cos ha 

m 


Y 


... , dy h 1 d'y h" d"y 

111 . ( , l rt ») , = r + ^H -h. ..H -- 

dx 1 . 2 dx 1 1 . 2 . . . n dx" 


e cx, .c ,c f A .e eÂ '. 


Or on a 


gifxA _ , _j_ -xcih -h —S—L A 3 -h ... , 


6 < c *’ = 1+ ch ’ H A 1 4- ... . 

1 2 


Multiplions ces deux dernières égalités membre à membre 
et prenons le coefficient de A"; il est égal à 


— c” (2x)" -h a (/l — 1 ) e ® -1 ( 2 x )" - 

1 • 2 , . ,n |_ 


. * (g LT. ( ,x) 

I . 2 
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(J n y ^ ^ ^ 

s’obtiendra donc en multipliant celle quantité par 
. 1.2.3.. . ne 

La méthode que nous venons d’employer peut s’appli- 
quer dans plusieurs autres cas. 

112. cos (x 1 ) 4- i sin (x 5 ) = e'*’; 

par conséquent, en vertu du numéro précédent, 

d n .cos(x , ) </“.sin (.r 3 ) 
dx" dx" 

= e“* (îæ)" 4- i*~‘ ,n[n — i ) ( 2 i)" _; 1 

.. . n (n — i )ln — 2 ) (n — 3), 

4- /(»-’). — L_ Lî —Ll L (ix)"-' 4- . . . • 

Remplaçons les puissances de i par des exponentielles, 


•p- 


au moyen de la relation i p = e 2 ; le second membre de 
l’équation précédente pourra s’écrire 

(îi)‘e ' 2 ' 4- n (n — i) ( 2 x)"~ , é ' 2 ' 4*. . . . 

On déduit de là 


dx " 


d n .co six*) , . / . 7r\ 

— - — ( 2 x)" cos I t’+n - I 

4- n [n — i) ( 2 jr) n— ’cos ^x , 4 — 


n (n — i) [n — 2 ) ( n — 3) 


1 .22 


(2X)"” 


X cos 


(**4- 


Il suffit de remplacer les cosinus par des sinus pour ob- 


. d" sin (x 7 ) 

tenir 

dx" 
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1 13 . Après avoir différentié un petit nombre de fois, 011 
s’aperçoit aisément que la dérivée n timc de )' est de la forme 

a»— îd" - . . . -t- fl, e* 

(ë*+ 7 p-' ’ 

on peut donc poser 

(1) (c x +l)" +, -j£ = a H e nt +a^.,e('*- , l x + . . . H- «.e 1 . 

D’un autre côté, x ne recevant que des valeurs positives, 
on a la série convergente 

y = e~ x — e~ ,x + e~ sx — ... ; 

d’où, en la différentiant n fois, ce qui donne encore un 
résultat convergent, 

d n Y 

(2) i)»(i "c~ x — 2"e- J *-t- 3 "e - 31 — . . .}. 


On a aussi 

( 3 ) (e* + i)’*- | = c(' H - 1 >*_ ( _ e“-t- ^ + et"-')*-)- 

' 1 1.2 


Multipliant les équations (2) et ( 3 ) membre à membre et 
observant qu’en vertu de la relation (1) le produit ne doit 
renfermer qu’un nombre fini de termes à exposants positifs, 
d’où résulte que les termes affectés d’exposants négatifs se 
détruisent mutuellement, il vient 

, . d n Y 


— (— 1 )»| ^2"— Ü-Ü 1"^ 




[n t)n 






(l.AI'LAC.E ) 
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114. La relation est évidente quand n = i. Afin de l’éta- 
blir généralement, prouvons que si elle existe pour le 
nombre n, elle existe aussi pour le nombre rc-4-i. Or 
on a, en différentiant les deux membres de l’équation (i), 


( 2 ) 


pD ' ,+1 u -+- DpD"« = D"- w . un 


^ D''(a Dp) 


( 3 ) 


-4- D" -1 (uD’p) -4-. . — i)“D(«D“e). 

Si d’ailleurs on remplace dans (î) e par De, on trouve 

| DpD“« := D" ( «D r) — ^ ^ D" _l iu D J «* ) 

| -4- D" _1 (uD’i , )4-...4-( — i)"«D* +i p. 

Retranchant membre à membre la .relation (3) de la 
relation (a), il vient 

p D" +l u — D' 1+l . tiv — ^ " + " jD*(i»De) 

1 ) • • •**"( — i)" + 'uD' 1 +i p. 

c. y. F. T. 

115. Observant qu’on a 

D".e ax — n"e a ‘, 

et appliquant la formule de Leibnitz (n° 96), on trouve 

D“ [e“ x ®(x)] = e” 1 (,r) -f- j a^'D^x) -4- . . . 

-I- 'j a*~ -fx -4- . . . -4-D“. ?(x) J * 

résultat qu’on peut présenter sous la forme sy mbolique 
r>"t"*f(x) =e"{a -4- D)"?x. 
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D,(x" D"y) = D t (.r" Dijr) D,x = [/?X"-'D"/ -t-x , D" + V]x, 

et par suite, 


(■) 

( D, — n) (x" D "y)~ x" +l D"* ' 

Si « = 1 , 

il vient 

Or 

(D, — 1) x D,/ = x’D’^. 

d’où 

D,jr= T>,y.D,x, 

donc 

T),jr== iD,/; 

(2) 

* J Dx^- = (D t — 1) D,/. 


Pour n = a, l’équation (i) donne 

(D, — t).t , D^j = x 3 d’ v >', 
et, d’après ce qui précède, 

je'Dljr— (D, — a) (D, — i) U, y, 
et ainsi de suite. 


117. Cette relation se vérifie immédiatement par le cal- 
cul pour les premières valeurs de n. Afin de l’établir géné- 
ralement, supposons-la démontrée pour une valeur n quel- 
conque et cherchons à reconnaître qu’elle subsiste pour la 
valeur « -)- I. En diflércnliant les deux membres, on ob- 
tient dans le second, pour le coefficient de (x*), 

l’expression 


n (n — il. . - 


1 . 2 .../- 


(9.X) 


n (n 

-t-2. --- 


— l). . . (« — 2 Z -+- 3) 

1 .2. . .(k- i) 


(« — 2 / 2) (2x)" 


lk+t 

9 
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ce qui revient à 


n (n — i ) . . . ( n — 2 /■ -t- 

1 . 2 . . .k 

(n -+- i)n (n — 1). . . (n 
1 . 2. . . Æ 


2) / \ 

— (n — 2 A- -+- 1 - 4 - 2 A) 

— 2 k +2) 


La loi de composition des termes du second membre de 
la relation proposée subsiste donc encore quand on y 
change n en n -H 1. La formule est donc générale. 


118 . En vertu du numéro précédent, le terme général du 
développement de — n _ | ' est égal à 


T . 1 ) ~ »*> ( 2 X ).-U-, /•(—*- (*,). 

On a ici 


/(**) = ( î . 


et par suite, 


9 *-M 


. ... , . 2/2 — 1 2 n — 3 2 A -+- 3 , . .. 

(*>)=(_ ; ( 1 — je 1 ) 1 


Pour faire apparaître le produit 

1.3.5. ..(2/2 — 1) = P, 

qui figure dans le second membre de la relation proposée, 
observons qu’on a 

(2/2 — 1) (2/2 — 3) (2X--4-3) 

2 2 2 
2*-"“' P 

= 1.3.5. ..(2A + 1) 

_ 2* - " -1 P. 2.4.6. . .2 k 
1 . 2. 3 ... 2 k (2 h -+- 1) 

p 

= (* + !)_(* + *)(* + 3)... (2*+ 1) ' 
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On aura donc, pour le terme général dit développement 
qu’il s’agit de former, 


<->)■ 


(A + l) (X -|-2)...(2A-(-l) 


ik- 1- 1 


X 

ou bien 


1 " ~ 2 > • • • ( » ~ 2 *) ( , _ , 


1.2 k 


( — 1 - { n ) cos“ _,4 '"'asin !l+1 a. 

' ‘‘ n \zk I / 

Ce résultat, rapproché de la formule connue (n° 20), 

* • • [*\ 

sinwa^ncos^'asina — 1 1 cos* _s astn 3 a-t- . . . 

-+- f — l)* ( , 1 cos”~ J<1_ ‘asin , *“ 1 a -h. . . -4- . . . 

démontre immédiatement la relation proposée. 

Cette importante relation, attribuée ordinairement à Ja- 
cobi qui l’a donnée en 1826 dans 1 e Journal de Crelle, 
appartient en réalité à Olinde Rodrigues ( Tlièse sur /'at- 
traction des sphéroïdes , i8i 5). M. Hermite en a pré- 
senté récemment une généralisation très -remarquable 
(Comptes rendus de l' yi endémie des Sciences, mars t865). 


119 . On a 


dy 2 arc sin x 

<lX («-**)* 
d'y . 2 axarcsinar 


dx ' 1 — y 1 


(x-x'Y 


3 1 


et par suite, 


, , d'y dy 

(l — X') — 7 — — X 2=0. 


dx' 


dx 
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En difturentiant cette équation (« — i) fois, il vient 


fi n+l y 


d n y 


ii"~'y 


(r — x 7 ) — (2 n — i)x — — - — (n — 1) , 

' 1 dx M+ ' ' 1 dx” 1 dx"- 

Un déduit de là, pour x = o, 

c’est-à-dire = o, quand n est pair, et 

quand n est impair. 

120. On a 

r ly sin ( ji arc sin x) 

<l 7 y _ _ M 

dx' ~ , ± 

et par suite, 


sin «arc sin .r) — 1 ens liiarc sin x): 

r 1 ( 1 — j’)’ vr ’ 


, d' y dy 

2?“* £ + !*/==«• 

En dillerentiant n fois celte équation, il vient 

r , . d ”' w r , , d'y 

( i — x 7 ) — — — (2/1-+-1 x- — : (n 7 — p 7 ) — - = o. 

' • fir"-’ 1 ‘ d.r 1 ' *" ' r ' r/z" 

On déduit de là, pour x — o, 

Ce résultat montre que toutes les dérivées dey sont milles 
quand n est impair, et qu’on a, pour les valeurs paires 
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de w, 

On trouve de la même manière 



quand n est pair, et 

n-t-l 

(<*?+?•), = ( — ") * ,J )(f* î — 3 ’)’-- (f 1 ’— "’)» 

quand n est impair. .. 

§ VI. — Développement des fondions en séries. 

121. i° Il suffit de poser h = — x dans la formule (i) 
pour avoir la formule ( 2 ) où 0, représente un nombre com- 
pris entre o et 1 . 

2 0 Soit fait 

/(*) = F(A — x), 

d’où • 

/Wfx) — (— 1 )" F" ( A — x). 


L’équation ( 2 ) peut alors s’écrire 
F (A — x) = F (A) — a- F '(A — x) - . . . 


X n 

F<-> (A— x) 7 - F"+'(A— 9,x) , 

1.2 ...« i.a...(« — 1) ' 

ou bien, en posant h — x = z. 

F (z -l- x) = F (z) + xF' (z) H- . . . 

—B rH-t - 1 

FC") (z) H - FO(z-l-0x), 


1.2.../? ' ' I . 2. . . (A + ■ 

résultat qui ne diffère pas de la relation ( 1 ). 
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122. On pose, dans la série de Taylor, 

x 

x -t- A = — • 

i -+- x 

123. Différenliant les deux équations proposées, on 
trouve 

b,x-\-...-¥-nb„x n -' +...) 
— a, -h 2 a, x -+- . . . -t- na„x*~' 


En égalant les ■multiplicateurs de x" 1 dans les deux 
membres de celte égalité, il vient 

na„= -h 2 . . + nb n a,. 

124. Commf on a 

4cos’x — cos3x-t- 3cosx, 

il en résulte 


cos 3 x = i — 


3 x 1 


. ^-±1 X ” 


125. En posant 

t< AcoSi cos (/, s j n — f[h), 

on reconnaît (n° 94) que la série de Maclaurÿi est appli- 
cable à cette fonction, le reste de la sérié tendant vers iéro 
quel que soit h, à mesure que le nombre des termes aug- 
mente indéfiniment. On a donc 


. . , . , A A* 

e" co,x cos ( h sin x ) = i h — cos x -I cos a.r 

1 t I .2 


A" 


1 . 2 . 


• cos nx ■ 


Si Ton dillérentie cette équation par rapport à h, on déduit 
du résultat 

e *ros* si n (Asinx) sinx= A(cos’x — cosîx)-!-. . . 

A" r , 

H COS nx COSX — COS /H- i I+.M, 

1 . 2 ...* 1 


t 
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//j . /ji 

pitcmi s j n n, gj n x ) h sin x H sin 9.x h sin 3x-+- . 

I .1 1.2.3 


126. On vérifie aisément (n° 115) que le reste de la série 
de Taylor, dans le cas de arc tang (x -f- h), tend vers o à 
mesure que n augmente indéfiniment, pour toutes les va- 
leurs de x dont la valeur absolue est inférieure à l’unité. 

On a donc le développement 
arc tang (r + f) = arc tang x -r- h sin’iy 

li 1 h" , 

sm 2 ij> sin -2 tp — ... sm"ysin« 5 . — .. . 


— — y = arc tang x. 

En faisant h = — a:, ou trouve la série. 
127. On a 


' f X 

log(i -t-.* 3 )* •+- log i-t - 

. <i -+• *rJ' 


en série ordonnée 


Pour x i , log (t -t-x’) 3 se développe d’après la série 
de Maclaurin, et log I i -) — — - I en série ordonnée 

L (*+*’)’ J 

suivant les puissances entières positives et croissantes de la 

quantité — - • Ces développements demeurent conver- 

ti +* 1 )’ 

gents quand on prend tous les termes avec le même signe, 
et il en est de même pour le développement en série ordon- 
née par rapport à x d’une puissance entière positive quel- 
conque de ; donc (n° 11 ) 

(t -4- x 1 ) 2 

y rA,x + A,x’ -t- A, x 5 -t- . . . -t-A„.r" -4- . . . •. 
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Les quantités A„ se déterminent simplement par la mé- 
thode des coefficients indéterminés. On a en effet 


± 

dx 

Or, 


A, -t- 2A,x n A„x" -1 -4- . . . = (1 -t- ’ . 


(1 4- x>) * = T — — -t-. . . 4- (— i)t> il x>r + ; 

la quantité A„ est donc nulle toutes les fois que n est 
pair, et, pour n = a/> -t- 1 , on a 


A, f + 1 — ( 1 )r 


i.3. ..(gp— 1 ) 1 

1 . 2 ... 2 p 2 jj -t- 1 


par suite, 

1 T / ,.vl 1 x 1 1 .3 x 1 

log[x4-(i + x’) J - 3- ^ *5 — * • 

Ce résultat reproduit le développement de arc sin z 
quand on remplace x par iz. 

128. On a 


or, 


2 î = '»*Ti 


et 


trn A- n 


loe 


/ x 1 af \ 

x-t 

V 2 m J 
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Par conséquent, 


y- 


. t — JE*) log I I — X) 1 

mai" mai" 


r z 

2 


a m 

m 


Cette équation subsiste même pour x — i (n° 1 ). 

129. La série connue qui représente arc sin x est con- 
vergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
limites — i et -f- i, et pour ces limites mêmes, abstrac- 
tion faite du signe des termes du développement ; il en ré- 
sulte que la fonction (arc sin x)’ se représente aussi par 
une série convergente dans les mêmes conditions. On a 
donc, d’après le n° 1 19, 


■arc sin r ) 1 


•y. x' 
3.7. 


7.4- 


3 5.3 
2.4-6. . . (2/1 — 2) jr v ' 
3. 5.7 ... (an — » ) « 


On arrive au même résultat en employant la méthode 
des coefficients indéterminés. 

Il est clair qu’une puissance quelconque entière et posi- 
tive de arc sin x donnerait aussi lieu à une série conver- 
gente pour toutes les valeurs de x qui ne sont pas en dehors 
des limites — 1 et -+- 1 . 

130. En différentiant l’équation du n° 129, il vient 
arc sin x 2 2.4 - ..(211 — 2 ) 


(1 


3.5 ... (7 n — 1) 


relation qui suppose x compris entre les limites — 1 et -f- 1 . 
Soit fait 


d’où résulte 


arc sin r — arc tang c. 
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I -f- • 




t 4 

3 


i + z’ L 3 i -t- 

De cette équation et de la relation connue 

rr i i 

j — arc tang — t- arc tang -, 

4 2 j 

ou déduit la suivante, commode pour le calcul de tt : 

ï=i.r.+|.i+|4(iY+î4î(ilV.!.l 

4 io L 3 io 3.5 \ioy 3 . 6.7 \io/ 

{‘+rr.+ë{$+'érM'+'--} 


3_ 
10 | 


131. Soit 

,j-=tangx = sinj-(i — sin’ar) J . 

Si l’on a sin x < t ouï<^i tang x est développable 

en une série convergente ordonnée suivant les puissances 
entières, positives et croissantes de sin x , et la convergence 
de la série ne cesserait pas d’exister si tous les termes étaient 
pris positivement. Comme il en est de même du dévelop- 
pement en série d’une puissance entière et positive quel- 
conque de sin x (n° 11), on peut donc poser, en remarquant 
que tanga: est une fonction impaire, 


: x -f- Tj 
*+* T în+ 


1.2.3 i.2.3.4*5 

>7 .2R-f-l 

1 : : “f*..., 

I . 2 . . . ( 2 // -h I ) 


Pour trouver la loi qui lie les coefficients, différenlions 
(an -4- 1 ) fois les deux membres de l’équation 


> cos x = sin x, 
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ce qui donne 

cosx.jrl***') -4- ( 2 n -4- 1 ) cos ^x -f- ^ j ji 

( 2/2 f- | \ 

J cos (x -I- pu) jr(' n -'- , r' 

. ( in -+- 1 \ 

= sm Ix h — TT I • 


r< M > -f- . , 


Faisant x — o dans ce résultat, on en lire 



En suivant une marche tout à fait semblable, on trou- 
verait 


,r 2 x* 

sec x = n- T, h T, r— r 

1.2 1.2. 3 . 4 

avec la relation 


-H . . T,, 


1.2 ...an 


T 


in — 



0' 



. = 0. 


132. On a 


y — 1 — 


p 1 (arc sin x) 1 p* (arcsinx)* 

1.2 1 . 2 . 3.4 


et cette série demeure convergente quand on y prend tous 
les termes avec le signe +. D’un autre côté, u p désignant 
un nombre entier positif, on a (n° 129) 


(arc sin x)V = xV -l- «, xV+' 4 - a, xV + ' H- . . . , 

les coefficients a t , a 4 ,... étant tous positifs et la série conver- 
gente. Il suit de là que le théorème du n° 11 est ici appli- 
cable et que la fonction se développe eu une série de la 
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forme 

/-i + A 2 x’ + A,i' + A t i‘ + ... 

Les coefficients de ce développement devant être iden- 
tiques à ceux que fournit la série de Maclaurin, il en ré- 
sulte (n° 120) 

u* 

r =r I — .T 7 -f- . . . 

I .1 

+ (- + . . . 
i .*2.3. . . 2 n 


Une marche tout à fait semblable donnerait 


t= £ x -Çl£zJ*l*. 


1 . 3.3 


{->) 


1.2.3... (an i) 


Ces remarquables formules sont dues à Euler. 

133. Comme on a 

i sin’x i .3 sin'x 


x x 

Y — COS X, : 

sin x sin x 


2 3 


2-4 5 


il en résulte (n° 11) que la fonction paire y peut se dé- 
velopper en série convergente de la forme 


(a ) y = 1 -4- a, h a , ■ 

' ' 1.2 I . 2 . 3 . 4 


. 2 ... 2 II 


du moins pour les valeurs de x qui ne surpassent pas ^ • 

( rf 7r * y \ . 

) > différentions an + i fois 


l’équation 


v sin ,r = x cos x ; 
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il vient 


sin ^.c - 4 - 1 n y - 4 - (222 -t- 1) sin (x - 4 - nit)}’ + . . . 

/î#+i\ , / 2 22 — 2 />- 4 - i \ , . 

- 4 - y j sin \x H k J y(V> -4- . . 

- 4 - (222 - 4 - 1) sin ^x - 4 - yW - 4 - sinx.^'( , '‘ 1 ' 1 ) 

/ 2 n 4 - 1 \ . , . 

= x COS I ï 4 1 n 1 -t- ( 2 22 -+- 1 ) COS (x -h n k) , 

d’où l’on tire, en faisant x = o, 


/2« H- 1 \ , 

2 )«»+•••+(-*)' 

-h ( — 1 )» (in -4- 1 ) a» = ( 2/1 + 1 ). 


2/2 -t- 1 
2 P 


C. Q. F. T. 


134. Si l’on pose 


y — x cot x, z — x — » 

J ’ e“ — 1 

la question revient à démontrer que l’on a 

<*> (S)„=<->-(0)„- • 

On déterminera les coefficients relatifs au développe- 
ment de la fonction paire désignée par z, en différcntiant 
an + 1 fois les deux membres de l’équation 

(e* — e~ x ) z = x (e* -4- e~*), 

ce qui donne 

(e* — c ~ *) z -4- (222 -4- 1 ) ((c* -4- c^‘) z' -4-, . . 

-4- («* -4 -e“ x )z(V) -4-. ..- 4 - (e 1 — cr- r ) 

= x (e* — r" 1 ) -4- (222 -4- ») («H 1 -4- c -1 ), 
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«•t d’où l’ou tire, pour x — o, 


( 2 n -+- l \ / d'z\ /în + i\ / <1 Vz\ 

h V 2 2 P 

+ (^ + 0 (S)„ = ( 2 " + i )- 


Eu rapprochant cc résultat de celui du numéro précédent, 
on en conclut la relation (A), ce qui démontre la proposi- 
tion énoncée. 

On aurait pu la déduire aussi de la relation 

e' iz H- i 

x rot x — ix • 

— i 


Les nombres B„ sont appelés nombres de Bernoulli, du 
nom de Jacques Bernoulli qui les a le premier introduits 
dans l’Analyse ( A rs conjectandi). Euler- s’en est occupé 
souvent; il a montré que ces nombres jouent un grand rôle 
dans plusieurs questions, notamment dans la sommation 
des séries. Les dix-sept premiers ont été calculés par lui, 
d’après une formule qui permet d’obtenir l’un d’eux 
quand on connaît tous ceux qui le précèdent [Calcul diffé- 
rentiel, II e partie). Laplace a donné l’expression générale 
de chacun d’eux, indépendamment des autres (Lacroix, 
t. III). 

Voici les valeurs des huit premiers nombres de Bernoulli : 


B 1 = 


6 ’ 





B, 


_ 69» 

2730 



B. 


3617 
5 1 u 



135. Les formules du n° 22 fournissent les suivantes : 


log(sin , x)= log(*’) -t- log |Yi — ï; \ 1 
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et 


log(coS’*)=:log |^I — |+... 

..... 

d’où l’on tire par la différentiation 


i ix 

cotx — 


IX 


IX 


tang x : 


x n* — x 7 4 n * — ** * n 7 it 2 — x 7 

ix ix 


(s)’-** (H’ - *’ 




(cr 1 *)'-* "" 

et tes formules se ramènent immédiatement aux rela- 
tions (i). 

136. On a la relation 

Iog (“*“) = log ( , -ë) + '- + lüg ( , -é) + -- ’ 


1<>g (—é) 


IX* 1 j‘ 


n 3 7 r’ 2 n'ir 1 3 n* 71 e 

Par conséquent, en vertu du n° 11, 

. sinx fi 1 1 \ x 7 

‘«8 — = -( iT î + î+.. + 5+-..)-, 

I / I 1 I \ J.‘ 


Pour log cosx, on trouverait semblablement 


Iog cosx =. 


2 j T, X 1 


1 2 'T,X< 

2 X* 


1 2”T,„X : " 

« X ,n 
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T — JL + 1 + JL 

ip 3p 5? 


mais on a évidemment 


S F — T /> — S J> » 


par suite, 


If — ! 
jF~ 


S„ 


ce qui conduit à l’équation ( 2 ). 


137. Il suffit de différentier les équations ( 1 ) et ( 2 ) du 
numéro précédent pour obtenir les formules (A) ; les for- 
mules (B) se déduisent de ces dernières au moyen de la 
relation 

„ _ 1 -2.3.. .2» c 

> 

qu’on trouve en rapprochant la première des formules (A) 
de l’équation du 11 0 134. 

138. Cette relation est une conséquence de la formule 
coséc ;r=tang ^ 4- cour, et des relations (B) du numéro 
précédent. 

139. La quantité 

( ,+ ^) + + 

a une limite déterminée, quelle que soit la valeur finie 
attribuée à z (n° 13). Soitjy celte limite, on a 
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e étant aussi petit qu’on voudra pour n suffisamment grand. 
Il en résulte qu’on peut écrire 

;=i + A,î + A, z’ -4- A,z 3 4- . . . . 

Pour déterminer A,„ observons que la relation 

ayant lieu quel que soit z, si l’on fait z = x et qu on 
multiplie les deux membres par x, il vient (n° 22) 

sinx = æ — A,x 3 4- A,x‘ — A 4-. . .4- ( — i)"A„x , " +l 4-. . • , 


d’où 


A„ = ■ 


1.2.3... (2rt 4- l) 

et, par suite, 

=( ,+ ?) ( ,+ p) 

Si l’on remplace maintenant z par or* dans ce dernier ré- 
sultat, et qu’on multiplie les deux membres par x, 
obtient la relation 


on 


{'+ÿ) ( ,+ ^) 


** 


• — • r 1.2.3 1.2. 3. 5 


4- . . . , 


c’est-à-dire 


On trouverait d’une manière analogue 

x' e* 4- e~ 


||=I4- 


.2.3.4 


Ces résultats démontrent que les formules du n° 22 
subsistent encore quandjpn y remplace x par ix. 
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§ VU. — Changement de variables. 
140 . — — -+- x et — o. 

dy 2 


141. dy - \ dt > ■ 

dx / dr\ ’ 


e‘ = x + (« + *’)’, et — = (, -f-x’) 5 ; 


dy f a 

— +y=za(l + 


142 . ± = ±«-. d -lZ 


dx dt ’ 


•Hz = *-*> (±z_±\. 

«te* \ f* / 


+ («-■) J +^=°. 


143. ^ + «^ = o. 
<A 3 J 


144. On trouve, en recourant aux imaginaires, 


: i tang - , 


rf r_4r .< d\r t d 7 y i t d r \ 

dx dt i dx 7 i y dt 7 i b idt) 

d 7 y 2 ay d 7 r 

liF + — 7 = ~dF + a J r (e u + 0 = o. 

i — i tang — 

145. ±Z=(?Z- d -£t^', 

f/A' f/z dx 7 \ (/f : cf) 

f/j- 3 \ <y/ j rTr»^ dt) * 
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d'y , 

-y by — o. 
de' J 


. , „ d'y dy 

146 ’ ‘^F + ie + r = 0 - 

147. La relation ( 2 ) permet d’exprimer x en fonction de 
y et donne 

, , I — b . 


(3) tang(x —/)= tang/ rrr u tang/, 

en faisant = u. 

i + A r 

On tire de là 

, x = {t + ri ™]? ± ï* n l / -dy. 

v rl cos 'y -+■ fi' sin ’y J 

Pour calculer sin x, on met l’équation (3) sous la forme 
x — y -4- arc tang{ pt tang/), 


d’où l’on déduit 


sin y ^ cos y . pi tang y _ 
+- fi 1 tang 2 y y 1 1 -+- pi 2 tang 2 / 1 


et, par suite, 


IM- / . “ 1 

= (1 -+- f*} - . - 7 — • 

y/l — Osin’x yi — (1 — pi 2 ) sin 2 / 

La substitution ( 2 ) employée ici est appelée substitution 
de Landen, du nom du géomètre anglais qui l’a fait con- 
naître. Elle joue un rôle important dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques. 

148. dx — cos9dr — rsinfirffl, 
dy — sinOrfr-l- rcosSrfO; 

d’où 

rdy — ydx = r'd 0, 
dx 2 -4- dy 2 =r dr 2 -4- r 7 rf9’; 
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et, par suite, 


Jx 

dx 


r* 



149 . 


dr . (/9 

i = — cosfl — r sinfl — , 
dx dx 


donc 


dr. d 9 

o = — sin 9 -4- r cosfl — ; 
dx dx 


du du du sin 6 

— = — cos fl — 

dx dr dO r 


du du . du cos 6 

— = — sin 9 -t- — ■ 

dy dr dO r 


On déduit de là 


du du du 

dy ^ dy dl) 


Cette transformation s’emploie dans la théorie des pla- 
nètes. 


150 . 


du 

dx 


du x d^u d* n x 1 

dr r’ dx 7 dr 1 r’ 


du 

d7 



on aurait de même 

d % u d' u y* du / 1 

dy* dr 3 r‘ dr \r r' / ’ 

et, par suite, 

d*u î du 

dr’ r dr 


Cette équation se rencontre dans l’étude du mouvement des 
fluides. 


151 . 


d* u 


2 du 

7 Tr 


O. 
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152. 


du . du ros 0 du 

— = sin 0 — — I —, 

dy dr r dÿ 

d’u . . d’ u 00**0 d’u oos ’0 du 

__ sm 8 , 


n 0 cos 0 / i Vu du\ 

r’ \ drdQ dO / 


d’ u 


Pour avoir il suffit de changer dans l'équation pré- 
cédente y en x et 0 en ^ — 0, ce qui donne 

d’u d 1 u sin’Orf’K sin’0r/« • 

= cos* 0 1 1 

dx 1 dr ’ r 1 rf0 3 r dr 


2sin0cos0/ d’u du\ 
r 1 \ drdÿ d è) ’ 


on tire de là 


d'u d’u d’ u 

dx 2 **” dy’ dr’ 


I d’ u 


l du _ 

dû’ ' r dr °' 


153. Désignons par s une inconnue auxiliaire telle, qu’on 


ait 

il en résulte 


^^fsiny, z = ieosy, 
j = rsin6, x = rcos0. 


En ne considérant d’abord que les deux variables y et z, il 
vient, comme dans le numéro qui précède, 


d’u d’ u d’ t 

dy’ dz’ du 

Nous trouverons de la même manière 


i d’ il I du 

s’ d if’ s ds 


(») 


d’u d’ il d’n 

du’ dx’ dr’ 


l d ‘ u i du 

7’ 7ÏÏ7 + 71h' 
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La première équation du dernier numéro donne encore 

i du i du cot0 du 

s ds r dr r 1 dB 

En ajoutant membre à membre les équations (i), ( 2 ) et (3), 
il vient enfin 


rf 3 u 
dx* 


d 1 u d* u 



d 1 u 1 d 1 il 1 rf 3 u 

dr 3 r 3 r/0' s 3 dy* 


cot0 du 

T 3- TÏO 


2 du 
r dr 


Remplaçants par sa valeur, on trouve 

d'(ru) ^ l rf'« ^ I rf ( Sin9 rf<>) ^ 

dr 3 sin 3 0 dif 7 sinO dB 

Gette équation, due à Laplace, est d’une très-liaute im- 
portance dans la théorie de l’attraction et dans plusieurs 
questions de physique. 


§ VIII. — Élimination des constantes et des fonctions. 

154. On trouve 

axy + - o % - b *y = °- 

155. On a les équations 

adx -+- bdy cdz = o, 
ai'x -t- bd* y -\--cd'z — o, 
ad*x -t- bd , y ■+■ cd* z — o. 

Les deux premières donnent 

a b c 

dyd , z — dzd'y tlzd'.r — dxil'z dxd*y — dy d‘ x ’ 
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et par suite, au moyen de la troisième, 

(rfj'rf’z — dzd i y) <P X -l- ( dzd'x — i ixd , z)d'y 

-t- [dxd i y — dyd , x)d 3 z — O. 

Cette équation exprime la condition pour qu’une courbe 
soit plane ou que l’angle de torsion soit nul en chacun de 
ses points (n° 278). 

156. Posons, pour abréger, 

y i — e' sin’rt = cos è; 

il en résulte 

(a) sin’è = c 1 sin ! a. 

Différentiant l’équation (i), on en déduit 

, cosrsinr</r -t- sinxcosrrfx 

(3) cos 6 = . . » 

sinx cosydy -+- cosx sinydx 


et par suite, 


sinx cosx dy -+- sin y cosrrfx 

cos a = j : j- • 

sinx cos .y «y -H cosx sm/rfx 


On trouve de plus 


sin’é = 
sin’a = 


( dy ' — dx') (cos’_y — cos ! x) 

(sinx cos ydy -H cosx sin ydx)' ’ 

(sin 'xdy' — sin : jyrfx ! ) (cos t y — cos’x) 
(sinxcos/dy -t- cosxsinjy cZr) 1 


Substituant dans l’équation (a) et réduisant, on obtient 
l’équation différentielle 


( 4 ) 


.. A y 

V i — e* sin’jy 


dx 

\J i — e'sin’x 


o. 


Il est facile de reconnaître qu’il faut prendre le signe -+- 
dans cette équation, lorsqu’on suppose cos b o. Portons 


8 
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dy 


en cli'et dans l’équation (3), à la place de^i la valeur 


^ i — c’sin 3 / 

< — > 

V i — <4 sin’x 

il vient, après une transformation évidente, 

. y^i — e 3 sin 3 / \/ 1 — e’ sin’x — <4 sinx sin / cosx cos / 

co s b — : ; 

i — <4 sin’x sin’/ 

Or le numérateur sera positif, si l’on a 

(i — e’ sin 3 /) (l — e * sin’x) e ' sin’x sin 3 / cos’xcos 3 /, 

ou bien 

e' sin’x sin’/ ( i — cos’x cos 3 / ) — e 3 (sin’x -F- sin 3 /) -4- i > o ; 

et cette inégalité a réellement lieu, car le premier membre 
peut s'écrire 

(î — e 3 sin’x sin’/)[ i — <4(1 — cos’xcos 3 /)], 

résultat nécessairement positif, puisqu’on a e<^i. On 
verrait que le signe — dans l’équation (4) convient au cas 
où l’on suppose cos b o. 

Les équations (i) et (4) établissent une propriété im- 
portante des fonctions elliptiques de première espèce. 

157. On trouve, par la différentiation, 


tlz 

Ttr ~~~ 
tlz 

— — .r" 
dy 

et, par suite, 


l r \ n 2 < 1- 

r\ y**' 

,, (J 


X ) X 3 

*{; 


) + -+' ( 

'J)l 



dz tlz 


nZy 
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résultat facile à prévoir, puisque z est une fonction homo- 
gène de degré n. 

On pourrait d’ailleurs observer tout d’abord que les deux 
fonctions se réduisent à une, car on a 





158. Le second membre étant homogène du degré /?, on 
a sur-le-champ 


x 


du 

dx 


du du 

+ ?T r +z Tz= nu - 


159. On trouve, en différentiant successivement par 
rapport à x et à y, 

— *?'(*)— yV (*)] = ? ( z )» 

£[,-*?'(*) -.H-' (*)] =+(*); 

et, par suite, 

(0 

f désignant une fonction arbitraire. 

Posons, pour abréger, 

dz dz dp _ dp dq d/j 

dx P’ dy dx ’ dy dx ’ dy 

Il viendra, en éliminant f de l’équation (i), 

q 7 r — 2 pqs -+- p't — o; 

c’est l’équation générale des surfaces réglées dont la géné- 
ratrice rencontre constamment deux courbes données, en 
restant parallèle à un plan fixe. 

8. 
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160. L'équation proposée peut s’écrire 

logz = logf (ay -4- bx) -+- log ^(ay — bx), 

ou bien 

logz = F (ay ■+■ bx) + /(ay — bx), 

F etydésignant deux fonctions arbitraires. 

On en déduit, en adoptant les notations du numéro pré 
cèdent, 

- = bF' (ay -+- bx) — bf'[ay — bx), 

j = a F' (ay -+- bx) -‘r af (ay — bx), 

= *’F" (ay -+- bx) -+- i’ f" (ay - bx), 

U ~?' — a ’F"(ay -h bx) -+- a’ f" (ay - bx). 

Les deux dernières équations nous donnent 

fl’(zr — p J ) — b ’ (zt — ç’) = o. 

161. On trouve, en diiTérentiant, 

du du dr du dz 

dx dr dx dz dx' 

du du dr du dz 

dy dr dy dz dy * 

4- c ^ j 9 ' (ax +• cz) = af (ax — by), 

^ = — by (ax — by), 

dr , , , 

— = c<f'(ax -+-«); 


i dr ^ i dr 
a tic b dy 


Digitt 


d’où l’on déduit 
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i du 1 du du / i dz i dz 

a dx b dy dz \a tlx b dy 

On a d’ailleurs les deux équations 


+ f' ( a - v + Ci ) = a V ~ by), 

by{ax — by), 


qui donnent 


dz 

c — ? (ax + «) 


et, par suite, 


1 dz 1 dz 1 

a dx b dy c 


1 du 
a dx 


1 du 1 du 

b dy c dz 


162. En différentiant l’équation successivement par rap- 
port à x et à y, on arrive aux relations 


du 

U"(x) 

a ?'(*) \ B 

dx 

\?'(*) 

«Cr) ^ ’ 

du 

(V(r) 

a +*(r) \ u 

d'y- 

W» 

?(*) + + (rj/ 


Une seconde différentiation conduit à 


rf’K r?"(' r )’} ,,, (r) 2 

dxii r — L ?' ( *) f Ir ) + 

\ + w t h / 




La comparaison de ces résultats suggère l’idée de former le 

produit ~ à l’aide duquel on trouve 
r dx dy 1 


d’u 1 ht du 

dx dy du dy 
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Le premier membre de cette équation peut s’écrire 


On a donc 


. ■■ 

* dy ~ U dxdy 


d * . log « 
dxdy — 2H ‘ 


Cette équation joue un rôle important dans l’étude des 
surfaces. 

( Géométrie analytique de Monge, édition Liouville.) 

§ IX. — Fraie valeur des expressions qui se présentent 
sous des formes indéterminées . 

163. — a\ 


164. — ” 1 ' . La fonction proposée est égale à la 


somme 


x -i- 2 x 1 -4- 3 x 3 -4- ... -4- nx". 

165. ” '' J 2 ” La fonction proposée est égale 


à la somme 


30 

166. — . 


-+- 4-r’ -4- gx 1 -4- . . . -4- n-x". 


167. 


9 " 




168. La fonction proposée est la somme de la série 


■ -+■ x 5 4 + *= g -+■ x J 

( Questions diverses.) 
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169. ^r- La fonction proposée est la somme de la série 

8 


I' + X 2 3> -H 5 J -+- *' 

[Questions diverses.) 

170. La fonction proposée revient à 


vx tangjr.r — irx. 

; 

laugjr.ï 2 5TX 3 

IL est la vraie valeur du second facteur et, par conséquent, 

6 

de la fonction elle-même. 

On serait arrivé au même résultat en faisant usage du 
développement de tangnx en série ordonnée par rappoit 
aux puissances croissantes de l'arc. 

171. La vraie valeur est celle de 


cos’.r tang x sin 2 x ipx 

eus 1 px tang/^x ix sin 2 px 

c’est l’unité. 

172. Zéro pour n positif, — qo pour n négatif. 


173. logx*" = x"logx. 

Donc, en vertu du numéro précédent, la vraie valeur 
cherchée sera i ou zéro, selon que n sera positif ou né- 


gatif. 


174. 


I 

6 


175. - 3. 

176. sin a. 


177. Le logarithme de l’expression proposée a pour vraie 


valeur celle de la quantité 

a si n ax 

2 b cosax cos è .r sin bx 2 b 1 cos ax cos bx 
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La quantité cherchée est donc 


2 b' 


178. 


179. 


i -t- a J 
cos’o 


g — h 

180. La vraie valeur est i. 

181. Le calcul se simplifie en mettant l’expression sous 
la forme 

fX — siox J 

(*' »*- r—; 


x — sin x 


on est conduit à la recherche de la vraie valeur de 

« 

pour u = o, laquelle est l’unilé. 

182. L’expression se ramène à 

z— log ( i H-z) 


en posant x = 

La vraie valeur est -• 
2 


183. c". 

184. — —dt — —r î pour x — o. 

tlx 1 


(* 4 )’ 

La courbe représentée par l’équation proposée est con- 
nue sous le nom de courbe du diable. 


185. 


tir. 


■ co , pour J' — O. 
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§ X. — Maxima et minima. 

186. Pour x=t, j est minimum. 

Pour x— 2, y est maximum. 

Pour i=3, y est minimum. 

187. En égalant la dérivée à zéro, on trouve 

4 * s — ^53 x 1 -+- 403402 4 - 566400 = 0, 
dont les racines approchées à moins de 0,01 sont 
•4-22,06, 4-61, o 3 , 4 -io 5 ,i 5 , 

et les valeurs correspondantes de y , 

— 62,8, 4-63,2, —116,2. 

La considération de la dérivée seconde apprend que la 
deuxième valeur est un maximum, et que les autres sont 
des minima. 


188. 


dy 1 — x 1 

dx ( 1 4- x J ) a 


o, x 


I. 


Pour reconnaître les maxima et les minima, il suffit de 
considérer seulement la fonction 1 — x ’, parce que le fac- 

teur a restera toujours positif et sa dérivée ne de- 

viendra pas infinie; or 


dx 


2x; 


donc x = 1 répond au maximum, x = — 1 au minimum. 

La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les 
calculs qui servent à distinguer les maxima et les minima. 

189. En opérant comme dans le numéro qui précède, on 
trouve immédiatement que y est maximum pour x = o et 
minimum pour x = 2. 
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190. Pour x = o, j = minimum. 

Pour x = — a, y — oo . 

a A 

191. Pour x = , y'— — — . » maximum. 

1 * ■» f> /i* 


Ce calcul résout la question suivante : un point lumi- 
neux, situé sur une verticale donnée, éclaire une surface 
horizontale infiniment petite dont la position est connue; 
à quelle hauteur doit être placé le point lumineux pour 
que l’éclairement de la surface soit le plus grand possible? 


192. Pour .t = c , y= — , maximum. 

ne 

! 

193. Posant z — x * , et ne tenant compte dans la dérivée 
que du facteur 

*(*— 7). 

on trouve : 

Pour x — o , minimum; 

Pour x — i , maximum ; 

Pour x — 'j, minimum. 

194. Pour x = — -, y = a, maximum; 

2 

Pour x z= i , y — — i, ni maximum ni minimum. 

195. Pour x = 2 *a, y = 4 3 o, maximum; 

Pour x — o, y — o, minimum. 

19C. Ni maximum ni minimum. 

197. Pour x = , y = f , maximum. 

(t— m*y (i —m’Ÿ 
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198. Pour x = o et y = o, « = o, maximum. 

i i. 

Pour x — zh 2 1 et j = rp 2 * , « = — 8, minimum. 
a a a * 

lyy. Pour x = - et r = , maximum. 

Pour x = o et jy = o, « = o, ni maximum ni mini- 


200, Quand u sera maximum, log u le sera aussi, et ré- 
ciproquement. Prenant les logarithmes de deux membres 
et égalant à zéro les dérivées partielles du second, on trouve 


x y z b \b ) 


Adoptons le signe 4- et posons 


il en résulte 




X—na, y — n'a, z — n'a. 


Calculons les dérivées secondes et remplaçons-y les incon- 
nues par ces valeurs; les conditions de maximum ou de 
minimum pour les fonctions de trois variables indépen- 
dantes se réduisent à 

3 8 

a 1 n‘ (1 -I- n)‘ ^ a‘«"(i-t-n)‘ ’ 

et la fonction u a pour maximum 


Le signe — donnerait un minimum. 

201. Adoptons la méthode des multiplicateurs, et soit A 
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celui de l’équation donnée. On a 

(1) X[(i +/»’)* +P<iy] + rx + sy = o, 

(2) X \pqx -+- (1 -l- <7’)^] -I- sx -+- ty = o. 

Multiplions ( 1 ) par x, (a) parj^, et ajoutons, il vient 
X -t- u = o, 

ce qui donne 

[« (1 + P 1 ) ~ r]- T = — (upq — s)x, 

[u(i -hç 1 )— t]r= — (upç — s)x; 

et, par suite, 

w’(l -+- p* + q 3 ) — u[(l -+-q 3 )r — 7,pqs-h(i + — s 3 =o. 

C’est l’équation qui résout la question proposée. 

La même équation se rencontre quand on cherche les 
rayons de courbure maximum et minimum en un point 
d’une surface. 

202. En remarquant que sin 2 y = cos a x, on trouve 

Le signe -+- correspond à un maximum, le signe — à un 
minimum. 

203. Par la méthode des multiplicateurs on trouve 

n _ [log(Anfe)]» 
loga s log b 3 loge 5 

204. (Fig. 1 .) Soient A et B les deux points, Ox la 
ligne droite, O l’origine, a et b les coordonnées de A ; 
a,, b t celles de B, et OP = .r; on trouve que la condition 
du minimum est 

x — a a, — x 

[** + (*-«)’]* [*; + (*-«,)*]* 
c’est-à-dire que les angles APM, BPN sont égaux. 
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Nous avons suppose les points et la droite dans le même 
plan ; la question se traite absolument de même quand cette 
condition n’a pas lieu. 

205. a a étant l’arc donné, x le rayon cherché, la condi- 
tion du maximum est 

a [ a .a 

cos - I a cos isin- 

x \ x x 

Onenlirex= —t c’est-à-dire que le segmentestun demi- 

ir 

cercle. Les valeurs de l’angle ^ supérieures à it ne peuvent 
convenir. 

Le second facteur donne 



ce qui exige 
il en résulte 


a 

tang- 



■r = oo ; 


X = o, 


qui est un minimum. 


206. [Fig. a.) AC = a, AB = b, AX=x. 
Le minimum correspond à 

_b_ 

X | * 

a 5 

207. (Fig. 3.) POM = a, OP = y, OM— 9. 
La condition du maximum est 


d’ailleurs, 


rfy — f/9 o ; 
tang 9 — cos a tang f. 
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Il eu résulte que 

J. 

tango = (séca) J 

donne le maximum. 

208. Soient r, r' les rayons des sphères, a la distance 
des centres, x la distance du point cherché au centre de la 
sphère de rayon r; on a 



On suppose que le point demandé est situé entre les 
deux centres. 

209. (Fig. 4-) Soient S le sommet de la pyramide addi- 
tionnelle, PQRS une de ses faces prolongée jusque dans 
l’intérieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur 
la base, et l’on mène OM, RP, SQ, qui se rencontrent au 
point N. 11 résulte de cette construction que les pyra- 
mides PSRO et PMRO sont égales, de sorte que le volume 
dont on s’occupe est indépendant de l’inclinaison de SQ 
sur OM. La valeur minimum cherchée correspond à 

sin SNO = • 

3 t 

Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui 
résulte de cette solution. 

210. (Fig. 5.) Faisons 

BC = a, AC —b, BN = x; 

il vient 

DN = - r , EN = ( ax — , 

n 
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et la surface a pour expression 
dont le maximum répond à 1 = ~ 

4 

211. (Fig. 6.) Si l'on pose AC = a, CD= b , CN = x, 
BP représentant le grand axe de l’ellipse, la condition du 
maximum est donnée par l’équation 

3 (a’ -+- b') x 1 — 4 b (a' — b 2 ) x + b 2 (a 2 + b 2 ) = o. 

Les racines seront réelles si l’on a 

«>6(2 + 3’), 

c’est-à-dire lorsque l’angle du cône aura moi ns de 3o degrés. 

Si les racines ne sont pas réelles, il n’y a pas de maxi- 
mum, et la surface de l’ellipse augmente à mesure que son 
plan se rapproche de la base. 

On aurait pu traiter le problème en prenant pour in- 
connue l’angle f que fait le plan sécant avec le plan de la 
base. En désignant par a a l’angle du cône, la condition du 
maximum est alors donnée par l’équation très-simple 

sin 2<f = 2 sin aa, 

qui conduit au résultat déjà obtenu. 

212. Soient S la surface totale d’un secteur appartenant 
à une sphère dont le rayon est x, y la hauteur de la zone 

qui lui sert de base, ^ ra a s le volume donné; on a les équa- 


2«‘ 

2 ma 3 

J 

(x 2 \ 

1 - 
2 


H 

II 

2+ | 

W~ l j 

1 
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il s’agit de déterminer les valeurs de z qui rendent maxi- 
mum ou minimum la fonction 


On trouve 


2-t-(*» — l)’ 


, Z s — 4(z* — i) 1 -+- 2 


2 z’(z 5 — l)’ 

d’où les deux solutions 

z 3 = io, z 1 — 2. 


On a donc les deux systèmes de valeurs 

x = a io 3 , 

a k . 

r = 5 10 , 

et 

I x = a 2* , 

, 

La dérivée seconde apprend que le premier répond à un 
minimum et l'autre à un maximum. 

213. Soient x le rayon du fond du vase, y celui de l’ou- 
verture, z la hauteur, a l’angle de cette hauteur avec 

l’arête, et le volume donné ; on trouve 



(l) y* — x 5 =r a 3 tanga, 

u’ sin a = y 1 — x 1 ( i — sin a), 

en désignant par rsu* la surface dont on cherche le mini- 
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mum. On déduit de là 

ydy — xdx(i — sina) = o, 
y*dy — x 2 dx — o, 
d’où résulte l'équation 

x (i — sina) = o, 

y 

satisfaite par x = o, et aussi par x — (i — sin tx)y. Négli- 
geant la première solution qui répond à un cône, on 
tire de la seconde, combinée avec l’équation (i), 


a 

y cos a (3 — 3 sina sin’a) 
et par suite x et es u’. 

Le résultat obtenu répond bien à un minimum, la sur- 
face du vase pouvant croître indéfiniment. 

21 Soient O le centre du cercle, R le rayon, a l’angle 
que fait MP avec le diamètre mené par le point P; si l’on 
pose 

OP — «, MP x. 


on a, pour l’expression u de l’éclairement reçu par la 
surface, 

k sin x 

u ~ — • 


D’ailleurs, 


d'où 

n 1 

T 1 


r* = x' 1 -t- a % -+- t.nx cosa ; 


4 a’x 7 — ( r* — a ’ — •r’)’ 


En égalant à zéro la dérivée du second membre, il vient 
•t 1 — 4 x’ (a’ -t- r’) -4- 3 ( r J — a’)’ = o. 

9 
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Celle équation fournit 1 rs valeurs 

x 7 — 2 [a 7 ■+■ r 7 ) — ^ (a 7 -h r 7 / -h 12 a 7 r 7 , 
x 7 — 2 (a 7 4- r 7 ) -t- ^{a 7 -+- r 7 )’ 12 a 7 r 7 , 

dont la dernière est à rejeter, parce qu’elle conduit à l’iné- 
galité x )> a -t- r. La première répond à un maximum, car 
deux minimums ont lieu aux extrémités du diamètre qui 
passe par le point P. 

215 . Soit fait 


AP = a, YAX = 0 , MA = x, MP — y, MPA = «; 


l’éclairement u sera exprimé par la formule 


X sin a 

u — — , 


À désignant une constante. 

Or, 


y = 


a sin 0 


d’où 


On trouve 


du 


sin(0 -+■ x) 

k sin a sin 1 (0 -+- a) 
a 7 sin’0 


— = sin (0 -+- a) [3 sin (0 -4- 2a) — sin0] = 0. 

«7 


Un minimum évident répond à la solution 
sin (0 4 - a) = o, 

et l’on a pour le maximum cherché 

sin (0 -4- 2a) = - sin 0, 
formule facile à construire. 

216 . En prenant des axes rectangulaires et supposant 
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les deux points situés sur l’axe des x, à la même distance a 
de l’origine, on a les équations 


— “)’■+■ (x — 6)’ = R’, * 

A ni = «’ — y 2 -t~ (x — «)’, 

B ni — (*’ = y '■ -+- ( x — /»)’, 

dont la première exprime qu’un point m du plan appar- 
tient au cercle de rayon R ayant son centre au point («, (3). 
La question conduit à poser 

du -4- dv — o, 

c’est-à-dire 


ydy 4- (x — a) dx 
u 


ydy li + o ) dx 


— o. 


avec 


(x — a) dx -I- (y — 6) dy = o. 


On en déduit 


“ _ a (^~ — g ) — [{r — e ) J — r (•* — «)] 
•’ — «lr — + — 6).*— r(x— a)]’ 


ou bien 


en faisant 


u a — k 

v a -f- k 


x 


V (x — a ) _ , 

~T=T— km 


Or, cette quantité k n'est autre que la distance de l'ori- 
gine au point P où l’axe des X est rencontré par la droite 
qui joint le centre du cercle au point m. La dernière rela- 
tion revient donc à celle-ci : 


A ru _ AP 
Bm = BP’ 
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d’où il résulte que la droite mP est bissectrice de l’angle 
AmB, et que, par suite, le point cherché est le point de 
contact de la circonférence et d’une ellipse tangente au 
cercle, ayant pour foyers les deux points donnés. 

Le problème se traite facilement par la Géométrie; il 
suffit d’exprimer qu’en passant du point m à un point m 
infiniment voisin sur la circonférence , la différence 
Am'B — AmB est infiniment petite d’ordre supérieur au 
premier. 

217. L’ellipsoïde ayant pour équation 



et ax, ay, iz étant les arêtes du parallélipipède, on a 
abc 

■ r — t» r=— i 1 = ~ri 
3’ 3 5 3’ 

et pour le volume cherché, 

8 abc 

S 

. 3* 


218. (Fig. y.) ABC est le triangle donné, DEF le 
triangle inscrit. 

CD = x, AE=x, BF =z z. 

On trouve 

x — (b — jr) côs C 

[*> (b — J'Y — 2 x(b — y*)cosC] J 

(o — .r) — z cosB 

[z 1 -t- (o — xf — ii (a — x'j cos B] 1 
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et deux autres équations analogues; ce qui prouve qu'on a 

FEA — DEC, EDO — BDF, BFD — aFE. 

Le triangle demandé s’obtient donc en joignant eutre 
eux les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets 
du triangle ABC sur les côtés opposés. 

219. Ix-i-my-T-nz — o étant l’équation du plan donné, 
r la distance du centre de la surface à un point de la section, 
on a 

r 2 - x 2 H- y 1 -+- z 2 , 
r‘ - a 1 x 2 -4- b' y 2 -+- c- z 1 , 
or !x -+- my ■+■ ns. 

Soient X et p deux multiplicateurs indéterminés; la mé- 
thode connue donne 


x -1- X/ — ua 2 x, 

y -i - ).m r: p b 2 y. 

z -i-kn — pc 1 ! 

Ou lire de là 

-\\ 

il 

a. 


et par suite, 



X/r’ 

Xni/-’ 

\nr 2 


r 2 — a 1 ’ ^ r 2 — b 2 r 2 — c 2 

On trouve enlin, pour obtenir le maximum et le minimum 
de /•, l’équation suivante : 


l 2 m 2 n 2 



elle sert à déterminer les vitesses de l’onde propagée dans 
un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet exemple 
est la surface d' élasticité (n°297). 

(Fresnel, Mémoires de /’ Institut , t. VIII, p. i3o, 
et H euschel, Théorie de la lumière.) 
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220 . — -t- 4 ; — < > équation de l’ellipsoïde. 

/x 4- /«/ -+- wï = o, équation du plan. 

En opérant comme dans le numéro précédent, l’équation 
qui détermine les axes est la suivante : 

n 1 /’ h 1 ni ' 2 r* n 1 

r * — u 2 r 1 — b 2 r’ — c 3 

Après avoir ordonné par rapport à r, on trouve que le pro- 
duit des demi-axes de l’ellipse d’intersection est 

abc 

T ** 

(a 2 l 2 H- b 1 !»' -+- c’n'Y 

et, par suite, la surface a pour expression : 

•n abc 

I 

(a 3 / 1 -4- b 2 m 2 -t- c’a 1 ) 2 

221. La question revient à trouver le produit des trois 
demi-axes principaux, et comme ces demi-axes sont les 
valeurs maximum et minimum du rayon vecteur ayant le 
centre pour origine, il suffit de chercher les maximums cl 
minimums de la quantité 

r — v , - rï •+• y ‘ 

.r, y, z étant liées par l’équation de l’ellipsoïde. On trouve 
alors, en appelant une indéterminée, 

/ x -I- a.T -t- b' z -+- b" r = o, 

\y -t- a' y -I- ht -t- b" x = o, 

). r ■+■ a" z -t- by -4- b' x = o, 

d’où 

c 

~~ ~ T 1 ' 
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Ru substituant, il vient 

(p — n) x —b" y — b'z = o, 
b" x — »• -+- bz = o, 

b'x -t- l>y — — «" ) ^ = O. 

Multipliant la première équation par 

la deuxième par 

~[ bb ' + b " {h 

la troisième par 

et ajoutant, il reste, toutes suppressions laites, 

_ i**^ — -2 bb'b"=zo. 

On ordonne par rapport à r’, et on arrive, pour la surface 
demandée, à l’expression 

4 v c‘ 

3 (««'a"— ai' — a' b ' 1 — n"b " 7 -+- 2 bb' b" Y 

l'ii. [Fig. 8.) En désignant par a et o les coordonnées 
du centre de l’ellipse cherchée, l’équation de cette courbe 
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peut s’écrire 

A (r — «)' + 2 B(x — x )(x — ê) -4- C — S ) 1 -4- i =o. 

Posons CA = p, CB = q, et exprimons que la courbe passe 
par les points C, A, B; il en résulte les trois équations 

(1) Aa’ -4- 2 Ba 6 -+- C 6 S -4-1 o, 

( 2 ) A (p — a) 2 — 2 B (p — a) 6 -4- C 6 ’ -4- I -- o, 

( 3 ) C [q — 6 ) 1 — v.h(q — 6 )a -h Aa J -4- 1 = o. 

Retranchons successivement l’équation (1) des équations 
(2) et ( 3 ), il vient 

(4) A {2a — p) -4- 2 B 6 o, 

( 5 ) , C {26 — y) + 5.Ba^;0. 

Les relations (1), ( 4 ), ( 5 ) donnent enfin, pour les coeffi- 
cients A, B, C, 

A _ — (26 — q) * B __ (2g p) (26 — q) ^ 

x(pt-\-qx — pq) 2 gS (/J 6 -4 - 17 a — pq) 

c _. — (aa— p) 

G(pë -b qa — pq) 

Pour obtenir l’expression S de la surface de l’ellipse en 
fonction de ces quantités, cherchons, en suivant la marche 
du numéro précédent, l’équation qui a pour racines les 
demi-axes de la courbe. Cette équation est la suivante : 

(AC — B»)z' -4-(A -4- C — 2 Bcosfi)z> -4- sin’0 = o; 

le carré du produit des demi-axes est doue 


et, par suite, 


sin ! 9 

AC — B ! ’ 


Sz- 


jt sin 6 


1, AC — B’) s 
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Le minimum de S correspondant au maximum de 
AC — B 1 , il suflit de chercher le maximum de cette fonc- 
tion des deux variables a et Çi. Les valeurs de A, B, C sont 
connues; en faisant le calcul et ne prenant que les facteurs 
utiles, on arrive aux équations 

1 q a -+- p 6 — p<! — O, ê -| - q a. — P't ~ O ; 

d’où 



Le centre de l’ellipse est donc au centre de gravité du 
triangle, et sa surface a pour expression 

iitpq sin H 
T 

3* 

Euler est le premier qui ait traité ce problème. La solu- 
tion précédente est due à Bérard ( Annales de Gergonne, 
t. IV). M. Liouville en a donné, dans le tome VII de son 
journal, une solution géométrique très-simple. 

223. Cette question peut se résoudre en suivant une 
marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve 
ainsi que l’aire de l’ellipse maximum est égale à celle du 

triangle multipliée par — -•> que son centre coïncide avec le 
3 ’ 

centre de gravité du triangle, et que les points de contact 
sont les milieux des côtés. 

(Bérabd, Annales de Gergonne , t. IV.) 

224. h désignant la hauteur; a, ê, y les angles dièdres 
correspondants aux côtés a, h , c de la base, il faut rendre 
minimum l’expression 

n/i bh ch 

sin* sin S sin y 
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qui représente la somme des triangles latéraux. Les angles 
a, 6, y sont liés d’ailleurs par la condition 

« cot a -t- b cot 6 -I- c cot y = const. 

On trouve 

a = S — */. 

225. Soient A, B, C les points donnés. Prenons pour 
nxe des ,r la droite qui joint A et P, et pour axe des y une 
perpendiculaire à cette droite menée par le point A. a étant 
l’abscisse de B; a , b , les coordonnées de C; x, y celles du 
point cherché, l’expression à rendre minimum est la sui- 
vante : 

? (*« y) = [(- r — a Y -Hr — *)T •+■ [(•* — "Y 1 -+- (•*’ -t-r 1 )’ • 


Posons 


on en tire 


dy 

dx 



a — x x — a x 

j — " -| J 5 

[(* — «/’ + [(x — «p-t-r 1 ]’ (-^-t-j 1 ) 2 

*— r .. y y 

7 — ■ T H r - 

[(* — «)>-+- (r — byv [(* — *)* + y *) 1 {*'-+- r ’) 1 

Élevant au carré et ajoutant, il vient 

a[(x— «)* -t-r 2 ] 

i — j. -h j : ? 

(x 2 -t -^ 2 ) 2 [ (x — a ) 2 -t-^ 2 ]’ 

d’où I on déduit 

(x 2 -*-/ 2 — ît.r ) 2 ^ (x 2 -t- y') [(x a ) 2 -+• /■] ; 

cl comme le second membre peut s écrire 
y t(x 2 + y — zx) 2 -t- 7 2 / ! J, 
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X 2 -4- J' 7 — 7.X =: : 


Cette équation représente les deux cercles qui corresponde» t 
aux segments capables des angles de 120 degrés qu’on peut 
décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point cherché 
est à l'intersection de trois segments semblables décrits sur 
les côtés AB, AC, BC; il jouit par conséquent de cette 
propriété que les droites qui le joignent aux points A, B, C 
forment trois angles égaux entre eux et de 120 degrés. 

Quand le triangle ABC a un angle plus grand que 1 20 de- 
grés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux 

conditions ~ = o, ~ [ = o sont alors incompatibles. Le 

problème ayant toujours une solution, pour trouver celle 
qui convient dans ce cas, remarquons que les dérivées 

deviennent ^ si l’on prend pour le point cherché l’un des 

trois points A, B, C ; c’est donc l’un de ces trois points 
qui résout la question, et l’on voit sans peine qu'il faut 
choisir le sommet de l’angle obtus. 

Ce problème fut proposé par Toricelli à Fermât, qui en 
donna peu après trois solutions ; plusieurs géomètres s’en 
sont occupés depuis. La solution précédente est due à 
AI. J. Bertrand ( Journal rie Liouville, t. VIII). 


Tangentes aux courbes planes. 


226 . Sous-tang — 

.T Y 

227 . (Fig. y.) AC — a, AB = Z>. L équation de la pa- 
rabole tangente aux droites données est 

[ay — b.rf — 2 u b (ay - 4 - bx) -h ri‘ b 2 — o, 
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(|ui se inet sous la forme plus simple 



La tangente a pour équation 

X Y 

r h ; — ' ; 

(«•*)■’ (hf 

par conséquent, 

AF = (by ) 7 ~y,, AE -- (nar)’ =- a-,; 
le point (x„,y t ) est donc sur la droite 
X Y 

h- — m. 1 . r. Q. r. u. 

a b 

228. L’équation de la tangente étant 

X Y 

— h — r — '* 

. y 7 

les segments x 0 , }'„ , que cette droite détermine sur les axes 

I 1 

à partir de l’origine, ont pour valeurs («**)’, (a'jÿ-, 
d’où il suit que la portion de celte tangente comprise entre 
les axes est constamment égale à la longueur a. 

Cette propriété est caractéristique de la courbe en ques- 
tion, qui est une hypocycloïde (n° 229). 

229. Quand le cercle [J‘g- 10 ), dont le centre est O et 
dont le rayon est égal à a, roule sans glisser sur la droite AX 
donnée de position, la courbe engendrée par un point M 
de la circonférence est, une cycloïde. Si l’on considère la 
ligne que décrit en même temps un point M/ situé sur le 
rayon variable OM, on la nomme une cycloïde allongée 
ou une cycloïde accourcie, selon que le point décrivant est 
intérieur ou extérieur au cercle mobile. 
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Pour obtenir l'équation du lieu des positions de M', 
soient b la distance de ce point au centre du cercle, AX l’axe 
des x, A l’origine des axes et aussi le sommet de la cycloïde 
engendrée par le point M; si B désigne le point de contact 
de la circonférence avec l’axe des x pour une position 
donnée du point M', et $ l’angle variable M'OB. il vient 


(A) 


| x —ai> — b sinç, 

{ )• a — b COSç. 


Le système de ces deux équations représente une rv- 
cloïde allongée ou accourcie, selon qu’on a b<^n ou b~y>a. 
On en tire 


a — y 

x — a arc cos — \ b‘ — ^ a — jr)‘. 


Si la droite fixe est remplacée par un cercle, le point M 
engendre une êpicycloïde, le point M' une êpicycloïde 
allongée, le point M/' une êpicycloïde accourcie. Dans le 
cas où le cercle mobile est intérieur au cercle fixe, les lieux 
des points M, M', M" sont des hypocycloïdes. 

Pour trouver l’équation de l’une de ces courbes, par 
exemple celle de l’épicycloïde allongée engendrée par le 
point M [fig. ti), posons OQ = b, OM=A, CN = x, 
MN = y , ACB = 6; si l’on admet qu’à l’origine du mou- 
vement les points Q et A étaient confondus, on aura 

QOB — ~ 9 
b 

\- 

CH -+- HN (a -+- b) cos9 — h cos ° ^ 6, 

OH — OK = [a -+- b ) sin 9 — h sin ' ^ 9. 

Le système (B) représente une êpicycloïde allongée ou 


et 
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_ accourcie selon qu'on a h<^l> ou Il tient lieu d’une 

équation unique qui résulterait de l'élimination de 6, et qui 
serait, en général, moins commode pour les calculs, sur- 
tout si le nombre ^ = n était irrationnel. On peut 

d'ailleurs, dans tous les cas, obtenir celte équation. On 
déduit en effet dés équations (11) 

bn cosô =: j : 4- A cos/l 0, 
bn sin 0 = y 4- h sin n 0 ; 
b cos n 0 — bn cos 0 — x, 
b sin n 0 — bn sin 0 — y ; 

d’où l'on tire 


b 2 n 2 x 1 -t- y 2 4- h 2 4- ih (x cos n0 -4- sin/ï ô), 

# v 

A* = x 2 4- y * -t- b 2 n 2 — 2 bn [x ros0 -r-y sin 0), 

ou bien 

. b'n 2 — x 2 — y 2 — A 2 

J iti 

.. x 2 4- v* 4- 6 2 n 2 — A 2 

a- cos 0 4- r stn 0 — , = o; 

2 bn 11 

et par suite, en remplaçant les fonctions trigonométriques 
par leurs formes imaginaires, 

( x — iy)e lm0 — 2 pe”' 0 (x 4-./r) = o, 

(x — iy)e 1,û — iqc i0 4- (x 4- iy) — o. 

On conclut de là 


x — iy 


f/±(q 2 — x 2 ~ y 2 ) 2 _ 
x — iy 


par conséquent, 

[?.± (<7 5 — — .r’) 1 ] = (* — ± (/'’ — *■* — r ’)’] - 
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ce qui esl l'équation cherchée, cil y supposant p et q rem- 
placées par leurs valeurs connues en x et en y,' et qui ne 
peut être rendue rationnelle qu’autant que le nombre n est 
lui-même rationnel. 

On voit facilement que le système (B) se met aussi sous 
la forme, quelquefois utile, 

be m 0 — ( a -t- b) e ' ® -+- x -f iy = o, 

[x — iy) e ni 6 — (a -t- i) -y h — o. 



l. hypoeycloïde allongée ou accourcie est représentée par le 
système 

x — (a — b) cos0 -t- U cos 0, 

O 

y = (a — b) sin 0 — h sin ° 0, 

0 « 

tout à fait analogue au système (B), et qui s’en déduit en 
remplaçant dans celui-ci b par — b et h par — h. Il suffit 
donc de considérer les équations (B) pour embrasser tous 
les cas. 

En faisant h — b, on obtient les équations suivantes 
pour représenter les épicycloïdes et les hypocycloïdes : 



x — (a - 4- b) cos0 — b cos - — - 0, 

a 

/ , . . . . . fl -t- b 

y = (n -I- b ) sin 0 — o sin 0. 

La détermination de la tangente au point xy de la courbe 

• • , flfv 

définie par les équations (B) exige la connaissance de — ■ 
Or on a 



dx 

dQ~ 

dy 

dQ ~ 


— ” — - sin G — h sin — 

*( 


b 

n -y b 


° — | b cos 0 — h cos - ^ 



/ 
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dx 


, , a -f- b 

0 cosS — h ros — 0 


. . . . fl H- b . 

b sin 0 — h sin — y — ■ 0 

b 


Ce résultat, qui suffit à la détermination analytique de 
la tangente, ne inet pas en évidence une construction géo- 
métrique simple ; mais si l’on cherche l’équation de la nor- 
male, on trouve 

|^Y — (a + b) sin 0 -+- h sin ° 0 

X — (o -+- b) cos0 -+- h cos ®"| — Asin » 

et l’on voit manifestement, sous cette forme, qu’en faisant 
Y = n sin 0 et X = acos 0 l’équation est satisfaite. Or le 
point dont les coordonnées sont asinS et a cos0 n’est autre 
que le point de contact du cercle mobile et du cercle fixe, 
d’où résulte une construction immédiate de la normale tout 
à fait semblable à celle que l’on connaît pour la cycloïde. 
Il est évident que cette construction s'applique également 
aux courbes (A). Elle est d’ailleurs- susceptible d’une très- 
grande généralisation (n°240). 

La théorie des épicycloïdes est née d’un problème indus- 
triel. C’est en cherchant la meilleure forme à donner aux 
dents d’un engrenage que l’astronome danois Romer y fut 
conduit en 1674 - Plus tard ( 1 694 ) > de la Hire publia sur 
ces courbes un travail étendu, et plusieurs autres géo- 
mètres, notamment Halley ( Transact . phil .) , Newton 
(Princip.) et Euler ( lntrod . in Anal, injinit .), en ont 
étudié les propriétés. 

Descaries s’est occupé le premier des cycloïdes allongées 
et des cycloïdes accourcies; il en a déterminé les tangentes. 





0COS0 — A cos 


fl h- b 


0 
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Parmi les courbes représentées par les équations (B), on 
remarque certains cas particuliers : 

i° h — b = — ^ ■ La courbe est une hypocycloïde dont 

l’équation est 

(a 1 — x 1 — J rI ) 3 = 27a’ 

et peut prendre la forme plus simple 

2 A l 
x s -by i — a 1 . 

Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions (n°228). 
2 0 b = — — • On trouve une ellipse dont l’équation est 


r' 


(ï +/ ') (?-*) 

3° b = h — a. On obtient l'équation 


r — an (1 — cosfl). 

La courbe est une des caustiques du cercle, le point lumi- 
neux étant sur la circonférence. À cause de sa forme, elle 
a reçu le nom de Cardioïde (Transact. phi/., 174 *)* 

4° b — h On trouve 

2 

4(/«-t-x> — a 7 )* = 27 a 1 y 1 . 

5° h = b = — -• Le lieu est un diamètre du cercle 
2 

fixe, résultat facile à voir par la Géométrie. 

230. Soient A l’origine des axes, AM = r, AH = p. 
Les coordonnées de M sont x et y , celles de II, a et 6; 
P est la distance inconnue. On a 


dy_ _ y — 6 « 

dx x — « S 

10 
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ce qui donne 

(0 

(a) 

Or 


«i + 8/ = ot' + 6' = p-, 

xdx -+- 6 dy = o. 


P = 


de 

dx 


— S 


i > 

d S’V 


/ ds-\ 
V + dx 7 

des équations (i) et (a), on tire 


ïü 


x. — 2a 

r — 26 ’ 


et en substituant dans P, 


P = 


C. Q. F. D. 


231. (Fig. ta.) Soient AB, BC, CD trois côtés consé- 
cutifs du polygone minimum, et prenons pour origine le 
point E, où se rencontrent AB et CD; la tangente BC doit 
être telle que le triangle ECB soit maximum. Déterminons 
le point de contact M par cette condition. On a 


EC 


dy 


dx 


eb =*-y Ty 


l d/\’ dx . 

CBE — — ( y — x - - ) — sin E. 

\ dx) dy 

Pour le maximum on trouve, en différentiant, 
d 2 y dx [ dy\ l dx \ 

et, en égalant à zéro le dernier facteur du premier membre 
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de cette équation, il vient 



ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties 
égales par le point de contact. La même chose a donc lieu 
pour tous les côtés du polygone cherché. 

232. Soient n le nombre des points m t , m , , m s , . . . ; 
x p , y p les coordonnées de m p ; £, n celles du point p ; 
on a 

ï[(ç — •*)’ ■+■ (» — r) J ]= const., 

et, en différentiant, toutes les quantités variables pouvant 
être considérées comme fonctions de l’une d’entre elles, 

(i) 2 [(5 — x) — ,r)rf>i] = s[(? — x)dx-^ (»— j)rfr]. 

Or 

(? — •*>) -4- (» — )■„) dy p = o, 

puisque chaque normale passe par le point p. On peut donc 
écrire l’équation (i) sous la forme 


d\ (nÇ — Sx) -4- dy (nrs — 2y) rs: O, 

OU 

(«-?) Jt+(*-^)d„ = O, 
c’est-à-dire que la normale au lieu des points p passe par 

Vj 

le point qui a pour coordonnées — » 

c. Q. F. D. 


233. L’origine étant au point A et la direction de la 
corde étant prise pour celle de l’axe des x, il faut chercher 
le maximum de l’expression 

yx* -+- ÿ* -+- y (n — x)’ -t-jr*. 

io. 
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Si l’on égale à zéro la différentielle de celte quantité, dans 
laquelle est une fonction donnée de x, il vient 


(0 


x+y 


<tx 


<iy 

a - x -*Tx 


V Ix'-’t-y' q[a — xfy-y' 


Soit N le point où la normale en m rencontre la corde AB; 
l'équation (i) revient à 

AN _ NB 
A rn m IJ ’ 

c’est-à-dire que la tangente au point m est également in- 
clinée sur Am et sur Bwi. 

Solution géométrique. — La position du point m étant 
supposée connue, soitm'un point infiniment voisin. L’ac- 
croissement de la distance Am est égal à mm'iinmm'A; 
la diminution de mB est mffi'sinBmw'; d’où résulte, pour 
l’accroissement infiniment petit de la somme Ami-4-wiB, 
la quantité mm ' (sinmm'A — sinBmm'). Or, en vertu de 
la théorie du maximum des fonctions d’une variable, cet 
accroissement doit être un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur au premier. On a donc 

lim (sinmm'A — sinB/nm') — o, 
ce qui donne le résultat déjà obtenu. 

234. Soient 


y =/(*). y =/ (*)» y =/» (*) 

les équations des trois courbes; x,y, x,,j,, x, , y, les 
coordonnées des points m, m,, m, pris sur ces courbes et 
lormant le triangle mm t m t , dont la surface A s’exprime 
. par la formule 


A 


1 

2 


O {/• — r,) -I- x, {y, — y ) -4- x, ( r — y, )]- 
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Comme A dépend de trois variables indépendantes x, x, , r., 
la condition du maximum donne les trois équations 

(*, — x,) ^ =(r.— y*), 

(x,-x)gl = ( r ,- r ) , 

(* — — /')• 

Ces résultats expriment que la normale en chaque sommet 
est perpendiculaire à la droite qui joint les deux antres; 
les normales aux courbes données se rencontrent donc en 
un même point. 

X“ y 2 

Dans le cas particulier énoncé, — - 4 - ^ = 1 étant l’équa- 
tion de l’ellipse, on a 


XX x XX 7 

y y • — y y* 


a 3 

b > 

O, 

X x X 2 — XX x 

y<y*—yY< 


a 3 

b‘ 

— 0, 

xx , — .r, Xj 

yy*—y<yi 

— n 

a 7 

é 3 

U • 


Comme la dernière équation résulte des deux premières, 
le problème n’est pas déterminé. Pour le déterminer, con- 
cevons que le point m soit donné et rapportons la courbe à 
deux diamètres conjugués. L’équation de l’ellipse peut 


s ecnre 


x» 


y 


le point m étant l’extrémité du demi -diamètre a,. On 
trouve alors 


x, — x, = 0, x,(x,— «!,) •+• v/flj — xJ y/cf — x\ = o , 
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jr, = jr, = 


— > 
2 



Xi = ± 


b i y/3 
2 


Il faut évidemment prendre y x etj', désignés contraires. 
D’ailleurs, à cause de l’obliquité des axes coordonnés, 
l’expression A du numéro précédent doit être multipliée 
par sinô, 0 étant l’angle des axes. Il en résulte que la sur- 
face maximum du triangle est égale à 

, . . \frjab 
a, ft.smO = — y — • 

4 

233. L’équation de l’ellipse étant 

a’ Y 2 -+• X 2 = ai 1 b 7 , m * 


t /27 

4 


la normale au point .r, y a pour équation 


Y -y. 


g‘y 

b*x 


X—x) 


et si l’on désigne par x , , j', les coordonnées du point où 
cette ligne rencontre obliquement la courbe, l’expression 
dont on cherche le maximum ou le minimum est 


(l) (x, xf -+- (y, — y y = / J , 

avec les conditions 


(3) a 3 Y* -+- b 3 x 3 = à 1 b 1 , 

(4) = 

Des relations (3) et (4) on déduit celle-ci : 

(5) a 1 (y,— y) t + b 3 [x l — i) , + 2 d , /(/ l — y)-hib 2 x(x l ~ x) — o. 
Les équations ( 1 ) et ( 2 ) donnent d’ailleurs 


x, — -r __ y, —y _ ztl 
b'x “ a>y ~ \ja'y' + b'x' 
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Eu portau t ces valeurs dans ( 5 ), on en tire 

_ 4 «T 2 + b* JC*)* _ 4 b 7 (g* — c 7 x 7 ) 3 

(a‘y* b e x 1 )* [a 6 — c* (a J -j- 6*) x 1 ]* 

Si l’on égale à zéro la différentielle de ce résultat, on 
trouve les deux solutions : 


( 6 ) 


X — O, 


( 7 ) 


X — ± 


<? a 

c 





La dernière, combinée avec l’équation ( 3 ), donne 


( 8 ) 


y 


b 3 / an 2 — 

c y -4- & 2 


Les relations (7) et (8) définissent quatre points symétri- 
quement situés par rapport aux axes et répondant à des lon- 
gueurs minimum, pourvu toutefois qu’on ait a’ — 2è’]>o. 
En effet, les extrémités du grand axe répondent évidem- 
ment à des maximums, et l’on ne peut passer de l’un à 
l’autre sans rencontrer au moins un minimum; la symétrie 
de la courbe en doit d’ailleurs fournir au moins deux de 
chaque côté du grand axe. Il suit de là que la solution 
x = o correspond à un maximum. 

Les résultats changent si l’on a a* — 26* <^o ; les quatre 
minimums n’existent plus, et la solution x = o répond 
alors à un minimum. On s’assure facilement de cette der- 
nière circonstance en mettant /* sous la forme 


4 * 




Si l’on développe le second membre, en supposant x aussi 
petit qu’on veut, on trouve 


l 1 = 4^’ H j — ( 2 b 1 — n‘) -+- . . . , 
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ce qui démontre que l’extrémité du petit axe répond à un 
maximum quand on a a b* — a* <^o, et à un minimum 
dans le cas contraire. 

La règle ordinaire pour la recherche des maximums et 
des minimums de f (x) n’a pas donné les solutions maxi- 
mums répondant aux extrémités du grand axe. Cela tient à 
ce que, dans la question présente, on ne peut comparer 
à f(a) les deux expressions /(a + ft), f(a — h), h étant 
un infiniment petit positif, vu qu’il n’y a pas de points de 
l’ellipse dont l’abscisse surpasse a. 

Remarque. — Si l’on cherche les valeurs de x x ,y t dans 
l’hypothèse a * — zb , 'y>o, on trouve 



et ces coordonnées satisfont à l’équation de la développée 
de l’ellipse 

(aa :) 3 H- ( bjr ) 3 = c 3 . 

. (O. Bonnet.) 

236. i° L’angle de la tangente avec le rayon vecteur 
étant désigné par <f, on a 

tang f = a et sous-tang = ru. 

Soient r, et 6, les coordonnées polaires de l’extrémité de 
cette sous-tangente, on trouve 

JL 

r, = aae 2 K .c a ’ , 

équation d’une autre spirale logarithmique qui ne diffère 
de la proposée que par sa position dans le plan. 

2 ° r. et 0 S étant les coordonnées de l’extrémité de la 
sous-normale, on a 


TC 6, 



a 
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équatiou d'une spirale encore identique à la proposée, 
mais autrement placée. 

237. Il suffit de considérer les points de la courbe donnée 
pour lesquels n9 n’excède pas — • Soient r et 0 les coor- 
données d’un point m pris sur cette courbe ; r, et 0, celles 
du point correspondant du lieu cherché ; <f l’angle que la 
UDgente en m fait avec le rayon vecteur. On a 

rdQ 

tangf = -j- - — — cot n 6. 


Il résulte généralement de là 

A * . . 

fl 0 — A7Tj 

k étant un entier quelconque. D’ailleurs, en supposant /t 
positif, <p représente un angle obtus, et l’on trouve facile- 
ment la relation 

V 

Ÿ — — *4- 0i — 0. 

T 2 


Il suit de là qu’il faut prendre k — i, ce qui donne 
fl, — 0 = «fl, 
n(i, 


et par suite, 


cos«8 = cos 


D’un autre côté, 


d’où 


n -+- i 


r , = rsiDip = rcos«6; 


=«-*-■ cos ——6, 

n -+- i 


équation de même forme que la proposée. Le résultat n’eùt 
pas été dilïérent si l’on avait supposé n négatif. 

238. Concevons la courbe rapportée à des axes rcctan- 
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gulaires ox, oy , dont l'origine soit située, par rapport aux 
droites A et B, du même côté que le point m. Si l’on dé- 
signe par p la longueur de la perpendiculaire abaissée de 
l’origine sur A, par a et 6 les angles de cette perpendiculaire 
avec l’axe des x et l’axe des y, la distance de m à A aura 
pour expression 

p — x cos* — y cosë. 

Semblablement, la distance de ce point à B peut s’écrire 
p 1 — xcos*, — y cosê,. 

Les coordonnées des points P et Q étant respectivement 
a et &, a, et Z>, , on a 

Pm = \/(x — «)’ + ( y — b)', Qwi = \j{x — a, )* — M 2 - 

L'équation de la normale est d’ailleurs 

X — x Y— y 

df du df dv df du df dv 

du dje dv dx du dy dv dy 

Or on a, dans tous les cas, 


du 

— COS(B, X), 

du 

[ ", J ), 

— = — cos ( 
dy 

dv 

dv 

(«’. J), 

Tx=~ COS (F, x), 

— ~ — COS 1 
dy 


en désignant généralement par (D, D,) l’angle des direc- 
tions des droites représentées par D et D,. L'équation de la 
normale prend alors la forme 

X — x Y —y 

df . df , — df . df . ’ 

-- cos («, x) -4- — cos (p, x) — cos ( b, y ) -I- — cos (t>, y ) 

qui n’est autre chose que l’expression analytique du théo- 
renie énoncé. 
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239. En prenant l’axe des x pour axe polaire et l’origine 
pour pôle, on a les formules 

X = Rcos0, Y = R sine, 

où R et 0 désignent les coordonnées d’un point quelconque 
de la tangente. On a aussi 

x—r cos 9, r = rsin9, 

et par suite 

dy f si n 9 — ./"cos 9 
dx f cos9 -t-ysin 9 ’ 

y et /' étant mis pour f(0) et f (9). L’équation proposée 
peut donc s’écrire 

(/R sin0 — sin9) (f cos 9 -t-/sin 9) 

-4-{,/Rcas0 — cos9)(/cos9 — /'sin9) = o, 

ou bien 

^ =/(9)cos(0 — 9) H-/'(9) sin(e — 9). 

C. Q. F. T. 

Cette formule s’obtient aisément par la Géométrie. 

240. Rapportons la courbe R à des axes rectangulaires. 
Soient t'mt la tangente commune à A et B; x, y les coor- 
données du point de contact rn ; j-, i) celles du point p. La 
longueur jxm = r et l’angle de sa direction avec une droite 
quelconque, invariablement liée à A , constituent un système 
de coordonnées polaires auquel on peut concevoir que sont 
rapportés les points de cette courbe. Cela posé, de l’équa- 
tion évidente 

{x-lY + (y 

on tire par la différentiation 

(x — l) dx (y — n) dr ix.— \d\ r — » dr 

r ds r ds \ r dx r ils J ils ’ 
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ds représentant l'élément de la courbe B. Or l’angle t' nifi, 

formé par le rayon vecteur fim et la direction mt', a pour 

. dr . . , , , x — E dx y — » dy 

cosinus — : ce cosinus est aussi égal a - 

L’équation ( 1 ) se réduit donc à 

y — n dn 

c T? 1 — °> 

•r — E dl 

ce qui démontre le théorème énoncé. 


ds 


ds 


S XII. 

— Points 

241. 

3 a 

x = — 9 
2 

242. 

x = o e 

243. 

X zzz HZ — 
6 ^ 

244. 

m 


c-y 


points d’inflexion. 


point d’inflexion. 


la tangente en ce point est parallèle à l’axe des x. 

— <i; x = a, point d’inflexion j 

tangente perpendiculaire à l’axe des x. 

245. (Fig. i3.) L’origine est un point triple; l’une des 
branches touche l’axe des x , les deux autres font avec ce 
même axe des angles dont les tangentes sont 

# « -(?)• 

246. (Fig. i4 ) Point triple à l’origine. En ce point. 
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a pour valeurs 

J. JL 

O, 2 % — 2 J . 

247. [Fig. i5.) Trois points doubles : 


t 



24-8. (Fig'. 16 .) Point double à l’origine. Une tangente 
â l’origine, différente de l’axe des ,r, touche la courbe au 
point pour lequel on a 


2 2 a 8a 

X ~ 9 3 ~~ 9 

249. Rebroussement de première espèce pour .r = a. 

250. Quatre directions infinies. Deux branches asymp- 
totiques. L’asymptote parallèle à l’axe des y coupe la 
courbe. Rebroussement de seconde espèce à l’origine. 

251. (Fig. 17 .) Deux branches infinies sans asymptotes. 

cr 

Point d’inflexion pour x = a sur la branche qui 

s’étend indéfiniment dans la région Y'OX. Rebroussement 
de seconde espèce à l’origine. 

252. (Fig. 18 .) Deux points doubles pour x = ± 1 a. 

En ces points ^ = db-L- Quatre points d’inflexion. 

2 * 

253. (Fig. 20 .) Asymptotes : x = y =s -L- -t- 
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A l’origine, rebroussemeut de première espèce. Quatre 
points d’inflexion, dont deux situés sur l’axe des x. 

254-. L’équation se ramène à 



points d’inflexion. 

y — o, y — zh. b, 

points multiples, pour lesquels on a 

dy a 1 b 

dx a 

La courbe présente la forme de deux cœurs qui se croisent. 
Quand a — b, elle se réduit au système de deux ellipses. 

255. [Fig. 19 .) En substituant des coordonnées polaires 
aux coordonnées rectilignes, l’équation est résoluble par 
rapport au rayon vecteur. On la discute d’ailleurs, sans 
changer de coordonnées, en prenant une inconnue auxi- 
liaire t— — * ce qui donne 

y 

JL 

ix = dfc f (« 3 /" -t- 4 — aO, 

\_ 

i y — rh [a^t* ->r ^b'tY — al 1 . 

L’origine est un point triple, un point d’inflexion et un 
point de rebroussement. Les points de la portion fermée 
de la courbe qui sont les plus éloignés de l’axe des x et desj- 
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ont respectivement pour coordonnées 



L’examen de la dérivée exprimée en fonction de t fait 
connaître l’existence d’un point d’inflexion sur la branche 
située dans l’angle XOY'. 

256. La courbe a une infinité de points doubles, pour 

dv - 

lesquels — = ± (ât:) 5 , k recevant toutes les valeurs en- 
tières positives. Elle a aussi une infinité de points isolés. 

257. Lorsque les courbes sont représentées par des équa- 

tions en coordonnées polaires, on trouve généralement les 
points d’inflexion en posant , 

dr 7 d 7 r 

(A) r* 4- 2 — — r — - — o ou = 00 . 

' ' d9 7 rffl 1 


Il est quelquefois avantageux de remplacer cette condition 
parcelle-ci, qui lui est équivalente : 


(B) 


du 

Jl 


d 7 u 

~d¥ 


o ou = 00 , 


u étant l’inverse du rayon vecteur. 

Pour la courbe dont il s’agit ici, la condition indiquée 
donne 

zfc a 7 ( 40 ? — 1 ) = o, » 

d’où 


6 = 


1 


r — a ya. 


Cette courbe, cas particulier des spirales dont l’équa- 
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tion est r= a9", a été désignée par Cotes sous le nom de 
Lituus (Harmonia mensurarum). 

258. L’équation (A) ou l’équation (B) du numéro pré- 
cédent devient ici 

b sin*8 -+■ Sasin’O — îa = o, 

i 

ou, en posant - — =z , 
r sin 8 

( i ) iaz l — 3 az — b — O. 

Si l’on a a^.b, les trois racines de l’équation (i) sont 
réelles, mais l’une d’elles ne satisfait pas à la condition 
— i sin 0 i . 

Si a<^b, deux racines sont imaginaires. 11 en résulte 
que la conchoïde a quatre points d’inflexion quand « est 
plus grand que />, et deux seulement si a est plus petit 
que b. 

Il y a également deux points d’inflexion si a = b. 

La conchoïde peut se construire de la manière suivante. 
D’un point fixe A on mène un rayon vecteur quelconque 
indéfini qui rencontre en B une droite XX’ dont la posi- 
tion est invariable. A partir de B, on porte sur le rayon 
vecteur, et dans les deux sens, des longueurs BM, BN égales 
à une ligne donnée a ; la conchoïde est le lieu décrit par les 
points M et N, quand on suppose que le rayon vecteur 
tourne autour du point A. 

Cette courbe fut imaginée par le géomètre Nicomède 
(environ i5o ans avant J.-C. ) pour résoudre les deux pro- 
blèmes, si célèbres chez les anciens, de la duplication du 
cube et de la trisection de l’angle. Newton en a fait usage 
pour la construction des équations du troisième degré 
( Arithmétique universelle ), et les architectes Vignole et 
Blondel l’ont utilisée pour le tracé des fûts de colonne 
(Cours rl' Architecture, par d’Aviler). On peut substituer 
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à la base XX' une ligne quelconque, et l’on obtient alors 
des conchoïdes d'ordre supérieur. Dans le cas où l’on prend 
un cercle et où le point A est sur la circonférence, on 
trouve le limaçon de Pascal. De Lahire a donné, dans les 
Mémoires de V Académie des Sciences (année 1708), un 
long travail sur les conchoïdes à base quelconque. 

259 . (Fig. 21.) Asymptotes répondant à 0 = - et 

0 = — » à la distance a du pôle. 

2 

Point multiple à l’origine. 

Points d’inflexion donnés par l’équation 


ou 


3cos9 -+- 2sin J 9=: o, 

2 tang’9 -t- 3 tang’9-1-3 = o, 


dont une seule racine est réelle. 


260 . (Fig. 22.) L’axe des y est une asymptote. 

Les points d’inflexion, autres que l’origine, sont déter- 
minés par l’équation 

8 cos*29 -t- 3 cos 1 2 9 -t- 6cos 29 -t- 10 r= o, 

qui ne donne qu’une valeur réelle pour cos 2 0. 

La plupart des courbes données dans ce paragraphe sont 
tirées de 1 * Introduction à l'analyse des lignes courbes, 
par Cramer (Genève, 1750). 

§ XIII. — Rayons de courbure et développées des 
courbes planes. 


Notations et formules. — j 0 , rayon de courbure en un 
point ( x,y ) ou (r, 0) d’une courbe donnée par l'équation 

/(i.r) = o, ou F(r, 9) = o; 

1 1 
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s, angle de la tangente avec l’axe des x ou l’axe polaire; 
/>, distance de l’origine à la tangente; 
a et o, coordonnées du centre de courbure ; 

i 

r 


(") 


(*> 




P= 7T. 


du* 


dxd 7 jr — dyd 7 x 

m-ml 


(£\'< l X_ 

\«/x/ f/j 1 


. àf df d'f [ 


dx tly dx.dy 


\dy) dx 


f 

dx‘ 


P = 


(?,)T J-(£)t 


/ dr \ ’ rf’r / rf’a\ 

" 5 \' < + 77f) 


/fa r/ 2 /? /fa 

p + 7?^ r dJ/ 


di 


(N° 272. ) 


Lesquanlités /.tet r se rapportant à un pointd’une courbe, 
et r, au point correspondant de la développée, on a 




r;rt:r’H-p J — 2/ip, p\ z= r 1 — p\ 



Si 'ù désigne l’angle des axes, on a 


:t 



dx 1 
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261. On tire immédiatement de l’équation 


X 

r , p ’ 

X y , } yl' 

Par suite, 


On a ensuite 

■+-?) -+-/>’]’ 

? P , 

t x= r x ’^; )+p ’; 

d’où 


(<) 

y-('™ V. 

De plus, 

a 

l 1 ■+- 9/ 

, . y’ ( * -4- n ) •+■ p* 

x=(p+qx) > 

ce qui donne 

_ P'[p+< 7*) 

p q (1 + 7 ) [qf +p'Ÿ 

et comme l’équation proposée peut s’écrire 

il en résulte 

gr 2 — {p -+- ?■*)’ —p'< 

(i 

■+■ <jY [qy'+p'Y —p' (/> + ?«)’; 

ou bien, en tenant compte de la relation (i). 

( 2 ) / 


Poury = o, l’équation ( 2 ) se réduit à une identité; mais 
en la mettant sous la forme 

(p + 

* * « (I ) 1 

I -J-/, X > 

\ p ) 

1 ^ V 1 ^ 7/ — 1 y 


■ i . 
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et prenant la vraie valeur du second membre pour q — o. 
on trouve 


-d’- 


équation connue de la développée de la parabole. 


_ (5a + 3 ï)> 

262 . p’=! 5 

1 i a’ 


a =~{ X+ 3 i^)' + ’ 


d'où 


8l a6’ = l6 [2 a ±(a* — 6a a) 1 J [db (a 1 — 6a a)’ — a j. 


La parabole semi-cubique est la première courbe qui ait 
été rectifiée. Cette rectification futtrouvée presque en même 
temps par Van Heuraet, Neil et Fermât. 


263 . 
de là 



( 2 a — x) 1 


3 a 1 x * 

_• 

(2a — x )’ 


et 


264 . 

d’où 


puis 


a (8a — 3 x)’ x 1 
3 {la — x ) 1 ' 


ifopba’a - 4 - 1 lùaa’ê’-t- 276*= o. 

‘ = * 3(*r*)\ b —r -+-3(x j r ) , ; 


2 

p 1 = 9 ( ax y y » 

a -4-6= U» 

a _ g= ( x i_ 7 i)’, 
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"265. p = 


(<x-4-6)‘-H«— lY = *a‘. 
(«’-• -7*)’ 


a X 


(¥ + ). 

■ » <x — jr — a\e - 4 - 1 /; 


d OU 


i*l enfin 


Srfcie 1 — 8n J ) 2 x , 6zfc{6> — Sa 1 )’ 

- = log — 1 

a 4 a 


4 a 


6± (6 1 — Sa’)’ ê I -t-4fl 1 ± 6(6»- 8a’) 1 
a = a '° g 4â 8a 

Huyghens a donné à cette courbe le nom qu’elle porte. 





d’où 



t = a log 


S =1= — 4a> 


6 (S’ —4 a 3 )' 

4 a 


La chaînette est la courbe que figure un fil homogène 
pesant, flexible et inextensible, et dont les extrémités sont 
fixes. 
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267. 


d’où 






La chaînette est donc la développée de la traclrice. 

Dans cette dernière courbe, la portion de tangente com- 
prise entre le point de contact et l’axe des x est constante, 
propriété qui lui a fait donner le nom de courbe aux tan- 
gentes égales. 

268. En faisant usage des formules (e) et (<7) de ce pa- 
ragraphe, et posant 


a 



on a 

r 

p — mr, p = -, p % = «r,. 
ni 

Il en résulte que la développée est une spirale logarith- 
mique égale à la proposée; elle se confond d’ailleurs avec 
le lieu des extrémités de la sous-normale polaire. 

La spirale logarithmique peut être à elle-même sa déve- 
loppée. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que l’ex- 
trémité du rayon r, aboutisse à la courbe. On doit donc 
avoir en même temps, puisque les deux rayons r et r, sont 
perpendiculaires, 

9 9 V S / 

“ " -f ——————— 

r =r ne* , r, = ac * “ 

Comme on a de plus /•= «r„ la condition cherchée revient 
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( 4 *-*- »)« ( 4 *+ ■)» 

sc — e J K ou ql — c 1 

Il faut et il suffit qu’on puisse déterminer uu nombre en- 
tier k satisfaisant à cette équation. 

Cette courbe se reproduit de plusieurs autres manières. 
Sa développante, ses caustiques par réflexion et par réfrac- 
tion en supposant le point lumineux au pôle, le lieu du 
pôle d’une'spirale roulant sur une spirale fixe égale, sontdes 
courbes égales à la proposée. Ces propriétés remarquables 
ont excité l’admiration de Jacques Bernoulli. Il la nomme 
en effet spira mirabilis , et la regarde comme le type de la 
constance, le symbole de la résurrection. Voici le curieux 
passage où il donne carrière à son enthousiasme : 

u Cum aillent ob proprietatem tarn singularcm ta nique 
» udmirabileni mire rnihi placeat spira hæc mirabilis, sic 
» ut ejus contemplatione satiari vix queam, cogitavi illam 
» ad res varias symbolice repræsentandas non inconcinne 
w adhiberi posse. Quouiam enim sernper similem et eam- 
» detn spiram gignit, utcumque volvatur, evolvatur, ra- 
» dict, bine poterit esse vel sobolis parentibus per omuia 
» similis emblema : simillima Jilia matri.... Aut, si ma- 
» vis, quia curva noslra mirabilis in ipsa mutatione sem- 
» per sibi constanlissime manet similis et numéro eadem, 
« poterit esse vel fortitudinis et constantiæ in adversitati- 
» bus, vel etiam carnis nostræ, post varias allerationes et 
» tandem ipsam quoque mortem, ejusdem numéro resur- 
» recturæ symbolurn ; adeo quidem ut si Archimedem 
» imitandi liodienum consuetudo obtinerct, libenter spi- 
» ram banc tumulo nieojuberem incidi cum épigraphe : 
» Eadem inutata resurget. » (. Acta enidilorum , ann. i6yt, 
p. 211.) 

Descaries s'est occupé le premier de la spirale logarilh- 
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unique. Il la définit par la propriété que possède le rayon 
vecteur de faire un angle constant avec la tangente. 

269. Soit ç l'angle du rayon vecteur avec la tangente en 
un point de la courbe; l’équation revient à celle-ci : 


tang f — 



a 


par suite, 

(1) p — r sin f — (f 1 — 

et, en vertu de la formule (e), p. itia. 

( 2 ) p ! =: r ! — a'-. 

Rapprochant ces résultats des formules (t/), il vient 


Pi ~ r, 

pour l’équation de la développée, laquelle est évidemment 
un cercle. 

On reconnaît d’ailleurs, dans l’équation proposée, l’é- 
quation difî’érentielle de la développante du cercle. 


270. L’équation de la courbe étant 
r î = a 1 cos2 6, 

et aussi 

(j- 3 -t- y 2 ) J == à 1 (x 3 — y’), 

on trouve d’abord 


P— - 


! 3 r 1 ’ 

3 (x 3 -t-y 3 ) J 3(cosa6 )’ 


puis 


É= 


r\< 


■-?') 


2 a sin 3 6 


3 (x* -t- y 1 ) 


3 (cos 2 O) 3 
x(a‘ -4-x 3 -t-y 3 ) 2 n cos 3 9 
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3(« ï H-P’)(« 1 -P ï )’ = 2«. 

Celte équation, débarrassée de radicaux, prend la forme 
p 2 -+-a 2 [i 28 «' — 81 (a 2 -t- {3 2 ) 2 ] a 2 jl" 

-+- ( 4 ^' — 9 [i 1 — ga 2 ) 2 a‘ = o. 

271. L’épicycloïde étant représentée par les deux équa- 
tions 

* / fl -t- b 

1 i = (ü+ 4) cos 6 — b cos — 7 — 8, 

^ i . a -+- b 

I y = (a -t- b) sin 8 — Osin — v — », 


on en tire 

dx , a -+- 2 0 . . «8 

— = ila -4- b ; cos t — 8sm — - . 

db '2 b ib 

dr . . o -I- 2 0 . a 6 

— = 2 (a -t- b) sin t — 6 sin — , 

<*9 ' > 2 O ib 

dr fl H- 2 b dy a -h i b 


dr a -+- î 

^ = ung __ 


dx 2 4 6 ( fl -*-^) , a + 20 a6 

1 ' 'cos 3 7 — 8 sin — - 

2 0 2 0 


Par suite, 


i -t- r' 2 40 (a -t- 01 a-t-sO ° 8 ü 

y" fl-t-2 0 2 b 2.0 

I i-t-r' 2 , 4 O(a-t-O) . a + lb aO 

r " J rt-t -2 6 2 b 26 


De là et des équations (i) résultent les relations : 


40 (« -t- 0) A . « 8 

>= — ^ 9 sin — 
o -t- 20 2O 


[ ah 

a + b cos 9 

/I " 4 “ ^ \ 

4_ cos G ) 

| fl + 20 

^ 0 

b 1 

i nb 

(^fl-- 2 -ô 

( a -+- b . fl -t- b \ 

ci ri fl on fl 1 

V * 

b ) 
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Jl suffirait de remplacer b par — b pour avoir les formules 
qui conviennent à l'hypocycloïde. 

Les équations (3) représentent la développée demandée. 
On voit qu’elle est aussi une courbe du genre épicycloïde. 
En changeant d’axes rectangulaires sans déplacer l’origine, 
ou peut mettre les équations (3) sous la forme des équa- 
tions (t). 


272. i° 

De l’équation évidente 


p = r sin a — y cosa, 

on tire 

dp = (jcos a -4-/ sin a) d a, 


d 7 i> 

= — p -+- cos a dx -+- sin a rf> 

d a* 

Or, 

d.r . tir 

cos a=~j sin a — — , p = 
as as * 

donc 



d* p 

2 ° Pour obtenir la relation p = ~, il suffit de diffé- 

' dp 

rentier l’équation 


P~ 


[MS)I 


et de comparer le résultat à la formule ( b ) de ce para- 
graphe. 

273. La relation (i) se ramène à celle-ci : 

d.r b 1 ■+• y 1 

3 " 7/7 ~ y~' 
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où le premier membre peut être regardé comme précédé 
du sigtie ±. 

Or la valeur de p [formule (a), p. 16 ’a] peut s’écrire 


ce qui donne 



On a d’ailleurs, N étant la longueur de la normale, 


d’où 


et par suite 



N = 


2 0T 1 

j» -t- b‘' 



L’équation proposée appartient à la courbe décrite par 
l’un des foyers d’une ellipse qui roule sans glisser sur 
l’axe des x (Delaunay, Journal de Lio avilie, t. VI). Cette 
courbe jouit aussi de la propriété d’engendrer, par sa ré- 
volution autour du même axe, la surface minimum qui 
renferme un volume donné. 


274. La condition du maximum ou du minimum est ex- 
primée par l’équation 



D'ailleurs, l’équation du cercle oscillateur étant 


(X — *)’ + (y = 
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on a 


( 2 ) 

(d Y\ J _ </* Y 

,+ (rfX.) 

( 3 ) 

d\ dy d 1 Y d* y 

dX ~~ Tx' dX? ~ Âjë ‘ 


Différenliant l'équation (3) par rapporta X, ii vient 


AY 

5 dX dX' 




d‘ Y 
dX‘ 


o» 


et, à cause des relations ( 2 ) et (3), 



ce qui démontre le théorème énoncé. 


275. L’équation proposée peut s’écrire 


(>) 



m 

Â 


î 


en supposant les courbes rapportées à des coordonnées po- 
laires dont O est le pôle, et désignant par 5,, o„, A 

les rayons vecteurs des points A,, A,,..., A„, M. 

Les quantités 3 ainsi que A sont des fonctions de l’angle 
que fait la transversale avec l’axe polaire; en différenliant 
deux fois l’équation ( 1 ) par rapport à cet angle, il vient 


< 2) 2 

D'un autre côté, 


a ( SS" — y. S' 1 ) m (AA" — A ' 3 ) 


S I S 1 -4- 2 — SS" 

T • ~ ~ » ’ 

iA 3 -t- <5'*) 2 • (*“ + *'*)’ 


d’où 


i ros 5 a 


S‘ -+- 2 S” — SS" 

1 
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i^3 

j 


t _ A’ H- a A ' 2 — AA" 

R cos 3 p A 5 

Donc, en tenant compte des équations (i) et (a ), 




m 

R cos 1 p 


C. Q. F. D. 


§ XIV. — Géométrie à trois dimensions. 


Notations et formules. — Eu un point m (x, y, z) 
d’une courbe ou peut concevoir trois lignes droites rectan- 
gulaires entre elles, savoir : la tangente, la normale prin- 
cipale et la perpendiculaire au plan osculateur. Sur cha- 
cune d’elles il existe deux directions différentes : l’une est 
définie par les cosinus des angles que fait cette droite avec 
les directions positives des axes coordonnés, et la direc- 
tion opposée par ces mêmes cosinus changés de signe. 
Pour abréger, nous appellerons cosinus directeurs d’une 
droite ou d’une direction quelconque ceux qui définissent 
ainsi une direction déterminée; et ces mots: la direction 
(a, b , c), désigneront celle d’une droite ayant a, b, c pour 
cosinus directeurs. On pourra même substituer à ces cosi- 
nus des quantités qui leur seront proportionnelles. 

Quelques-uns des résultats exprimés par les formules qui 
suivent seront démontrés dans ce paragraphe. 

a, b, c, cosinus directeurs de la tangente; 

l, p, v, cosinus directeurs de la normale principale; 

a. S, y, cosinus directeurs de l 'axe du plan oscillateur, 

ou simplement de 1 'axc\ 

m, angle de contingence ou première flexion; 

«, angle de torsion ou seconde flexion ; 

p, rayon de courbure; r, rayon de la seconde courbure. 
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(«) 

(*) 


a* + b 7 ■+- 1 


1 , X’-t-u’-t- 


{*)' 


X — 


| ax -t- b$ -4- C 7 

= 0, 


■ bu -4-cv =1 


bv — 

cp, 

e = 

cX — 

IJV, 

| x — 

«c — 

7 b > 

f*’= 

7" - 

oc, 

[ a = 

n ~ 

v6, 

0 = 

va — 

>r h 

de 

dy 


dz 



T/ h = 

ds' 

C — 

di" 



"(î) 


'(S) 


'(s 


1 , ot* -+- 6’ -4- 7 J 
o, aX -+- 7» 

7 a f* — ÔX; 
v — 6«; 


dyd‘‘t — dzd’y dzd'x — d.rd'z 

a - - ■ ■■ — - 1 - » S — ■ 


M 1 tis 


addj 


’ 7 = ' 


d.rd'y — dyd'r 
at’ds 


(d), 


R'SH'SH'S) T 


r/.f 




[(</x//*^ — dyd i x)' 1 -h(dy(Pz — tUd 7 ÿ)* -4- (dzd*x — 5 


(*) 


|7=5 

dx[d’yd 7 z — d 7 zd'y)+dyid 7 z d 3 x — d}.x d > i)-t-dz [d 7 xd l y — d'y d*x) 
[dyd'z — dz<tyy+{<izd'x — dxdz 7 ) 7 -i-[dxd 2 y — dyd 7 x) 7 

(N u 278.) 


I = 


(f) X=-=--, p=" = -^, »=— = — (N» *77.) 

' M M M 1Z /.t // ' ' 


(^) d\z=zdu — flw, — Aw, dvzzzyu — eu. 


(N° 279. ) 


Les formules (y) jouent un rôle assez important dans 
l’élude des courbes à double courbure. On peut reinar- 
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<|uer que l’une quelconque îles égalités 

d» dx db c /8 de 

6) MW U 01 



« 7 r > 


n’est que l’expression analytique de ce théorème : 

Le rapport des flexions d’une courbe en un point est égal 
au rapport des accroissements que subissent, eu passant de 
ce poiut à un point infiniment voisin, les cosinus des 
angles d’une droite quelconque avec la tangente et l’axe du 
plan osculateur. 

276. i° Soient x, y, z les coordonnées d’un point m de 
la droite D; z , celles d’un point m, de la droite D,, 

et posons 

x — a y b z — c 




= b„ 


La condition du minimum donne la relation 

(x — x,) dx H -[y — y,)dy (z — z,)dz 

— ( X — .r, ) dx, -t- {y — ?\)dy,+ (* — *i) dz,. 

D'ailleurs, 

dx — a db, dy =$dh, dz — ydb, 
dx, zx a, dh,, dy, = 6 ,dh„ dz, — y, db, ; 


(») Ces formules sont quelquefois désignées sous le nom de formules de 
H. Serre! , comme on le voit dans le Traité de Calcul différentiel dû à 
M. Bertrand. C'est là une dénomination erronée. Le théorème cité dans le 
texte, et qui, sauf la notation algébrique, est identique aux formules (A), 
a été donné en 18 4 ; par l’auteur dn présent Recueil d’ Exercices; tandis 
que l’extrait d’une Lettre à M. Liouville, où M. Serrct fait connaître les 
mêmes formules, n’a paru que trois ans plus tard. (Moxce, Application de 
l'Analxsc à la Géométrie, édition Liouville.) De plus, les formules elles- 
mêmes et plusieurs de leurs conséquences se trouvaient, dès la fin de 1847, 
entre les mains de l’illustre rédacteur du Journal de Mathématiques. ( Voir 
les Nouvelles Annales de Mathématiques, année 1864, p. 28.4.) 
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d’où, à cause de l'indépendance de h et //, , 


( 3 ) [r— x,)a -+- (y — ri) 6 +( 2 — * 0 ? “O, 

(4) (* — *.)»■ -Mr — ri)6< •+•(* — z ')7< — 

Ces équations expriment que la ligne mm, est perpendi- 
culaire à chacune des droites données. On en tire 


( 5 ) 


x — x, y — y, z — z, 

67,-76, 7a, — <*7, 06, — 6a, 


La valeur commune de ces rapports est 


± \/(x — x, )» 4 - ( y — j, s — z, ± S 

^(67, — 78,)’ -t- (7a, — *7,)‘ -H (a6, — 6a, j* s ‘ n v 


en désignant par S la plus courte distance, et par V l’angle 
des deux droites. 

Il résulte de là que les valeurs p, q, r des cosinus direc- 
teurs de l’une des directions de la plus courte distance sont 
données par les formules 


(6) p 


67, — 76, 7a, — qy , a8, — 6a, 

sin V ’ ^ sinV ’ r ~ sin V 


a° On déduit des équations (5) et (6) 


x — x, = ±pS, y — y, ~ rt (jS, z—z,—±r3, 

et par suite, 

( 7 ) 8(p'-hq t +r')z=S = ±.[,,{x — x,)-yq(y — y,) + r (z — a,)]. 
D’un autre côté, 

f x — = a — a, -F- aA — a, A,, 

(8) < y — y, — h — A, -t- 6 A — 6, A,, 

' z — z, c — c, -+- 7 A — 7, A,, 
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d’où 

P( '*—*>) +q[y— 7 >)+ '•(*—*.) —p(a—a,) -4 -g [b— b,) + r(c— e,), 

en tenant compte des relations évidentes 

(g) pa - 4 - 76 ry = o, />», -+- 76, - 4 - r7, = o. 

Les équations (7) et (9) donnent enfin 

S = ±[p(a — a,) -+- 7 (b — 6,) - 4 - r(c — c,)], 
c’est-à-dire 

, , («— a.)(S7i— 76,) -h (b— b,)(yx,— ay,)-h(c— c,){a6,— 6a.) 

sin V 

où l’on peut concevoir sin V remplacé par sa valeur 

^(67, — 76, ) 3 - 4 - (7a, — 07, )* -+- (a6, — 6a, )'. 

3 ° Pour le calcul des coordonnées des points m et m„ 
il suffit de déterminer h et A,. Or, si l'on multiplie respec- 
tivement para, 6, y les équations (8) et qu’on ajoute les 
résultats, il vient 

o = a(a — a.) H- 6 (A — b,) - 4 - y (c — c, ) -)- A — A, cosV. 

On trouverait semblablement 

o = a, (a — • a y ) -1-6, (A — b,) - 4 - 7, (c — c,)-t- A cos V — A, 

d’où 

' Asin J V = (a — a,) (a, cosV — a)-f-(A — A|)(6, cosV — 6) 

■+■ (c — c, ) (7, cos V — 7). 

Observant que le binôme a, cosV — a peut être mis sous la 
forme 

a, (aa, -I- 66, H- 77,) — a = 7, (7*1 — 7, a) — 6, (a6, — a, 6) 

= sin V (gy, — r6,), 

12 
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/ __ (g— g|)(y7i — r 6,)-f- (6 — é,)(ra,— / > 7i) + (c — — ?«,) _ 

sin V 

On obtiendrait pour h t une formule tout à fait semblable. 

L’analogie des expressions h et d est manifeste. Elle 
tient précisément à cette circonstance, facile à reconnaître 
par la Géométrie, que la longueur h sinV est la plus courte 
distance de la droite D, et d’une parallèle à la perpendicu- 
laire commune, menée par le point (a, b , c). 

277. Démontrons d’abord que la droite dont la direction 

est définie par les cosinus — » — est perpendiculaire 

u u 11 * ‘ 

à la fois à la tangente et à l’axe du plan oscillateur. 11 suffit, 
pour cela, d’établir les relations 

ado. -t- bdt cdy — O , 

ad a ■+■ Sd 6 -+- y dy — O; 

or, la dernière résulte év idemment de 


a* -|- ê 1 -t- y 1 = 1 , 

et la première de celle qu’on obtient en difïérenliant la 
suivante, 

aa -t- 6 -J-- y c “ o , 

et remarquani qu’on a 

a da -I- Sdb -t- y de — o , 

à cause des équations ( 1 ). 

Il suit de là que l’on peut poser 



mais il est permis de donner à l’angle de torsion un signe 
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tel, que ces relations coïncident avec les équations (a). 
Sous celle forme, elles reproduisent l’expression habituelle 
de l’angle de torsion [ formule (e), p. 174 ]. 

278, Ces équations donnent 

a = — [\d<z + pd 5-t- vdy] = af/X -+• 6 dp ■+- 7 d'j . 

De la relation 

fin dsd 3 x — dxd , s 
w vds* 

011 tire 

tjj ds 1 . d\ -+- Xd(wr/f ! ) := dsd 3 x — dzd‘ j; 
on aurait aussi 


lads 1 dp -+- pd (ads-) r= ds d‘y — dy d 3 s, 
vds’dv -+- v d[u>ds 3 ) — ds d 3 z — dz d's. 

Si l’on multiplie par a la première de ces équations, par 6 
la seconde, par y la troisième, et qu’on ajoute les résultats, 
il vient 

a fis u = ad 3 x -t- 6 d 3 y -+- y d 3 z. 


Remplaçant dans cette relation « par ~ ^ 6 et 7 
par des expressions analogues, on trouve la formule connue. 


279. En un point M d’une courbe, la tangente, la nor- 
male principale et l’axe du plan osculateur déterminent 
trois plans qui forment huit angles trièdres tri-rectangles. 
Les arêtes de l’un de ces trièdres sont parfaitement définies 
par les cosinus directeurs a, £, c; X, p, v; a, ë, y entre 
lesquels on a les relations 

(2) a — bv — cp, X = 6 c — 7 b, a — p 7 — vfi, 

et six autres qu’il est inutile d’écrire (p. 1 74 ) - 
Cela posé, on a par la différentiation 

d ' A — S de — 7 ri b + fdZ — bd y. 
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Or, d’après les formules ( f ) de la page 174, 

de = oi v, db — vp, r/6 — — «p, dy — — U v J 
par suite, 

d\ — u(év — rp) — »(p7 — v S ), 
et, à cause des relations (b), p. 174, 
d\ = ait — au. 

On obtiendrait de la même manière les valeurs de dp et de 
dv. Si 8 désigne l’angle de deux normales principales con- 
sécutives, on trouve 

( 3 ) 6’ — dW -t- dp 1 •+■ dv 1 = It 1 H— ta 1 , 

puisqu’on a 

aa -t- 6é H- yc = O. 

La relation (3) est duc à Lancret. 

280. Si l’on convient de représenter les quantités rela- 
tives à M, par les lettres adoptées pour les quantités ana- 
logues qui se rapportent à M, eu les accompagnant de 
l’indice 1 , on a 

x,— x = pX, y, — y = pp, z, — z = pv; 

d’où 

dx, — dx p dy -I- Xrfp, 

dy, = dy + pdp-h pdp, 

dz, — dz od'j 4- v dpj 

ou bien, en remplaçant dX, dp, dv par leurs valeurs 
(n° 279), 

a,ds, — apu ydp, b,ds, = Spu ■+■ prfp, c,ds,=ypu-i-vdp. 
Il en résulte 

( 1 ) aa, -4- bb, -+■ ce, = o , 

dp 

(a) Xa, -+- pé, -t- ve, = -j -, 

as j 

« 

pu 

(3) aa, -t- 6o, ■+■ yc, — ~i 
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et par suite 

ds\ — dp 1 -y- p 1 u 1 . 

Les équations (i), (2) et ( 3 ) montrent que la tangente au 
lieu des centres de courbure est dans le plan normal de 
la courbe donnée, et fait avec la normale principale au 

point M un angle dont la tangente est —• Cet angle n’est 

égal à zéro, en général, que pour les courbes planes. 

Par suite d’un calcul incomplet, Lagrange avait été con- 
duit à ce résultat que le lieu des centres de courbure peut 
avoir pour tangentes les normales principales de la courbe 
( Fonctions analytiques). Cette assertion inexacte 11e lui 
serait pas échappée, comme l’a fait voir M. Poinsot, s’il eût 
poussé ses calculs un peu plus loin. 

281 . Le plan rectifiant au point (x,y, z) a pour équa- 
tion (p. 173) 

(1) (X — ï)l+(Y— /)ji + (Z-:)*=o. 

Eu la combinant avec celle-ci, 

|X — x)dï- 1-( Y — j')dpt-y- (Z — z) dit — \dx-\- p.djr -y-vdz — O, 
ou en conclut les équations de la droite rectifiante, qui sont 
X- x Y — y Z — z 

ptdv — vdu vd\ — t.dv ~kdfi — fidi 

Remarquant qu’on a [formules (b) et (g), p. 174 J 
pdv — td p - fi (7 « — cto) — y (6 u — bu) — au + tu, 

et des expressions analogues pour les autres dénominateurs, 
ou met ces équations sous la forme 

X — x Y - y _ Z — z 

un -y- ato bu -t- Su eu -t- yto 

d'où résulte que les cosinus directeurs de la rectifiante 
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ou -I- au bu -I - eu + yw 

1 ’ — ; 

par suite, cette droite fait avec la tangente un angle dont 

le cosinus est égal à — “ Si donc on prend sur cette 

tangente à partir do point M une longueur MA = p, et 
qu’on mène par le point A une parallèle à l’axe du plan 
osculateur, cette parallèle rencontre la rectifiante en un 
point B tel, qu’on a 



u 


282. Le plan normal au point (x, y, z) de la courbe a 
pour équation (p. i^3) 

(1) (X — x)a-h('S — y)b + {Z — *)c = N = o, 

et la recherche des coordonnées du centre de la sphère 
osculatrice revient à déterminer les valeurs de X, Y, Z qui 
satisfont an système 

(2) IN = o , rfN = o, 


les différentielles étant prises par rapport à une variable 
indépendante dont toutes les autres variables sont des fonc- 
tions. La seconde équation de ce système prend la forme 


(3) (x-«)£ + (y - rîJ-MZ- 


de 

Z] ds 


et la troisième revient à 

(4) + + 


Les équations ( 1 ) et (4) donnent immédiatement 


X 

— X 

Y 

— y 

de 

db 

,dü 

. de 

bd — 

— cd — 

cd — 

— ad — 

ds 

ds 

ds 

ds 


~ ad » bd *' 
as as 
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ou 


X—x Y —y Z — z 



Or on a [formules (J’), p. 174 ] 


b de — cdb b -j — 




ds p p 

a _ pda. — puX~\-cidp 
P P’ ~ P' 


De là, et d’autres transformations analogues, on conclut 


X — j _ Y -y Z— z 

pu\-\-adp papt -4- &dp puv-t-ydp 

_ (x-*)>-t -(Y- r)t*_+ ( z-*)» 

p W 

Or, l’équation (3) peut s’écrire 

(X — x)X + (Y — j'Jp-t-fZ — z)v = p; 


par suite, 


X — x — p X -h r 


ds 


*» 


y-x=-p fn -' je , 

</p 

/ - Z =f*+r — r, 


et si l’on désigne par R le rayon de la sphère osculatrice, 
on a 


R’ = 


P J 


r'dp 1 

ds 1 


283. D’après les formules (/’), p. 174 , on a 

da db de o 

du. dt dy u ’ 

en désignant par m une constante. 
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D’où, en intégrant, 


a = m a-t-A, A = /nG -t- B , c—my + C, 


et, par suite, 

à 1 -+- A 3 -t-c 3 = m [aa. -f- A 6 - 4 - cy) -t- A fl BA -(-Ce, 

équation qui se réduit à 



_ dy di 


t, 


et montre que la tangente en chaque point de la courbe fait 
un angle constant avec une droite fixe dont les cosinus 
directeurs sont proportionnels à A, B, C. C’est la propriété 
caractéristique de l’hélice tracée sur un cylindre à base 
quelconque. 


28i. Les formules (f ) de la page 174 donnent les re- 
lations 


da 


da 


^ + r é = 0 - 


db 

ds 

de 


r/6 

r ds ~~° y 




?7s^ r lü = o; 


d’où, en désignant par A, B, C des constantes arbitraires, 
(l) pfl-t-ra=A, pA-t-r6 = B, pc -h ry — C. 

On déduit de là sans difficulté 

AX -t- B pt Cv” o , A fl -H B A -t- Ce™ p, Aa+B6 + Cy™r. 

Ces dernières équations montrent qu’il existe une droite 
fixe, perpendiculaire à la normale principale de la courbe, 
et faisant des angles constants avec la tangente et l’axe du 
plan osculateur. Les cosinus directeurs de cette droite sont 
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proportionnels à A, B, C, et si l’on suppose qu elle soit prise 
pour l’axe des z , on a 

A — o, B = o, 

d'où résulte 

(2) pa-hra~ o, pA -t- rfi = o, » = o . 

On trouve aussi c constant, ce qui devait être (n°283). Si 
l’on observe qu’en général 

a=bv — Cfi, S — c\ — av, 


Jes équations ( 2 ) nous donnent 



pa = crti , 

p 4 = - 

- cr~k, 

ou bien 

• 




db 


dn 


a = cr— 

b — — 

cr — 9 


ds 


ds 

ou enfin 

dy 

dx xx. crd 

ds 

dy — — 

-crd d 4 

ds 


On tire immédiatement de là, en désignant par x 0 et y„ 
deux constantes arbitraires, 


dy dx 

x ~ x ‘= cr Ts' r- y '=- cr m' 

et par suite, 

[x — x»)dx -t- {y — y,) dy — o; 
par conséquent, 

(x — x ,) 2 -+- (y — y ,) 1 = const,, 

équation qui représente un cylindre à base circulaire. 

285. Désignons toutes les quantités qui se rapportent au 
point M, de la deuxième courbe par les mêmes lettres adop- 
tées pour les quantités relatives au point M, en les accompa- 
gnant de l’indice 1 . On a (p. ij3) 

x, — x = h\, y,— y=z A fi, z, — S—hv. 
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dx, = dx -F- hd\, dy, — - dy -4- hd p, dz, — dz -+- Ad-i, 
ou bien 


a,ds, — ads -+- AdX, b,ds , = bds -4- hdu, c, ds , = rds -4- hd-i. 


Il en résulte 

, , ds — /ju 

aa, H- bb, -4- cr, — 

ds, 


Telle est la valeur du cosinus de l'angle que fait la tan- 
gente en M, avec la tangente en M. Quant au cosinus de* 
l’angle que la première tangente fait avec la normale prin- 
cipale en M, il est égal à zéro, puisqu’on a 


X a, -t- pi c -4* vc, =4 A(XdX -4- prfp -4- vdv). 

On trouve enfin, pour le cosinus du troisième angle 
cherché, 

. , Au 

X fl, -h % b, -h VC, = — • 

ds, 


D’ailleurs, la somme des carrés de ces trois cosinus doit 
être égale à i ; d’où résulte 


ds, = ^(ds — Au) 2 - 1- A 2 il 2 = ds ^ i ^ -4 j J ■ 


286. t° Conservant les mêmes notations que dans le pré- 
cédent numéro, il faut et il suffit que la tangente en M, soit 
perpendiculaire au plan normal en M, ce qui exige qu’on 
ail 

aa, -t- 6 b, 4- y c, = Aa, 

ou bien 

U O, 


c’est-à-dire que la courbe soit plane. 

2 ° 1 ,cs cosinus directeurs de la normale principale en JM , 
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da { llby de y 

W| W| 0>y 

il faut et il suffit que sa direction soit perpendiculaire au 
plan rectifiant en M (n° 281), ce qui conduit à chercher la 
valeur du trinôme 

nila, -+- %db, y de,. 

Or, on a (n“ 28o) 

hu 

a a, -4- GO| -4- y Ci — — — , 
as 

par suite, 

a cia 1 -4- èdb, -+- 7 etc, -+• a, doc -4- b,df> -4- c, dy = d 
et en vertu des relations 

des — — À il, dÇ— — pu, dy = — vu, 
la dernière équation se réduit à 

tsda 1 -4- 6 db, -4- y de, — d 

la condition cherchée est donc exprimée par 



d’où l’on tire 



k désignant une constante. 

Ce résultat est dû à M. Bertrand. 

287. r° et 2 ° Soient x,y, z les coordonnées d'un point M 
de la courbe qu’on peut appeler la courbe directrice : /, m, n 
les cosinus directeurs de la génératrice qui passe en M. 
Pour un point .voisin sur la courbe, les quantités analogues 
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seront x + Ax, y -+- Ay, z-hAz, l+Al, m + Am, 
n "+■ Les équations du n u 276 donnent immédiatement, 
pour les cosinus directeurs de la plus courte distance de 
deux génératiices dont l’angle est t>, 

mtSn — n&rn nisl—lbn t\m — mît 

: — ? : > ; —, 

sin v sinp smp 

et pour la plus courte distance elle-même, 

f j Ax( — « Am ) Ajr (nM — l&n) + A z(làm — m M) 

sin 0 

Les limites cherchées sont alors 

mdn — ndm mil — Idn Idm — nidt 


£ djr{ m dn — ndm ) -j- dr ( nd t — Idn ) 4- dz ( Idm — mdl ) 


où 

v — \J dl 2 - 4 - dm 1 -+- dn J . 

3 U Soit h la distance du point M au point cherché M, 
dont les coordonnées sont x u y iy z y \ on a 

x, — x—hl, y, — y ~hy., z, — Z — ht, 
et par suite (n° 276, 3°), 

; dxdl -+- dydm -I- didn 

M. Chasles a donné au point M, le nom de point, central. 

Observons que la direction définie par les cosinus direc- 
teurs — -, —, — est perpendiculaire à la fois à la généra- 
trice en M et à la direction limitede la plus courte distance; 
il en résulte que le plan qui a pour équation 

(X — x,) d/ -f- (Y — y,)dm H- (Z — z, ) dn — o 
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contient la génératrice qui passe eu M et la position limite 
de la plus courte distance. Il a été désigné par M. Bour 
sous le nom de plan central. 

288. Si l'on pose ^ = a ? — b,^- = c, et qu'on dé- 

r ds ds ds 1 

veloppe suivant la série de Taylor toutes les différences A 
qui entrent dans la formule qui donne 3 (n° 287), l’arc .1 
de la courbe directrice étant pris pour variable indépen- 
dante et As désignée par s, on a 

g 2 g 2 

Aj~û£ -f- a' h a" -f- . . . , 

2 1 . 2.3 

a / = i't + i"-+ r — ~ + ..., 

a 1.2.A 

et d'autres formules analogues pour Aj , A z, Am, An. 
Pour trouver ce que devient alors 3, il suffit, à cause de la 
symétrie des calculs, de considérer l’expression 


A.r (m An — nâm), 


qui prend la forme 


, , s J d\a(mn' — nm')\ 

t’afmn' — nm'\ ï '-± 

2 ds 


par suite, 


$=■ 


sin V 


sP 


£’ dP \ 
à ~d~s " t ~ 


P = <1 (mn 1 — nm’) -t - b [ni' — In') -+- c[lm ' — ml'). 

dP 

Si cette quantité est nulle identiquement, — l’est aussi, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

289. En égalant à zéro la quantité P du numéro précé- 
dent, on a l’équation 

(A) dx[ mdn — ndm ) - 4 - dy ( ndl — Idn ) -t- di ( Idm — mdl) = o. 
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, .9° 

Elle exprime que, pour toute surfacn réglée qui y satisfait, 
la direction définie par les binômes 

mdn — rulm , ndl — Idn, Mm — /ndl, 

déjà perpendiculaire à la génératrice, l’est aussi à la 
courbe directrice au point M où cette courbe est rencon- 
trée par la génératrice. C’est donc aussi la direction de la 
normale en M à la surface; et comme elle ne diffère pas 
de la direction limite de la plus courte distance de la géné- 
ratrice considérée à la génératrice infiniment voisine, elle 
11e dépend nullement de la courbe directrice et demeure 
la même tout le long de la génératrice. On peut d’ailleurs 
reconnaître facilement que cette direction est perpendi- 
culaire à toute courbe tracée sur la surface au point 
f 1 (£, »î,£) où cette courbe rencontre la génératrice. On a 
en effet, en posant Mu = R, 

l — x— RI, >1 — jr—Rm, Ç — ! = R», 

et par suite, 

d% = d.T -4- Rdt -I- IdR, rlvi — dy -f- R dm mdR , 
dÇ = dz -t- Rrf« -+- /WR, 

d’où l’on tire 

d%{mdn — ndm ) + du (ndl — Idn) + d'Ç{ hlm — mdl) — o. 

L’équation (A) caractérise les surfaces développables 
et peut leur servir de définition analytique. 

290 . Prenons un point p (F, r,, Ç) sur la génératrice qui 
passe en M, et désignons par R la distance (/M. O11 a 

dl — dx R dl H- WR, 
di 1 — dy -- R rl a -|- fidR, 
dÇ- dz r Rrfv 4-vrfR, 

et il s’agit de prouver qu’on peut déterminer le point p de 
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tulle sorti: que les quantités d\, tir,, d Ç soient proportion- 
nelles à /, ni, n. Or, la direction /, rn , n est perpendicu- 
laire à celle de la plus courte distance, et aussi à l’axe du 

plan central (n° 287), dont les cosinus directeurs sont — » 
— > — : il faut donc qu’on ait 

V V * 


dl ( mtln -t- ndm) -t- dr, ( ndl -+■ Idn ) -t- ftC ( Id/n — nuit ) nr o 

et 


d\ dl -I- dr, dm -t- tlCdn — o. 

» 

On sait que la première équation est. satisfaite (n°289), et 
la seconde le sera également si l’on pose 

dxdl + djrdm -+- dzdn 
dl 2 -t- dm 1 -+■ dn* 


Ce résultat démontre que les génératrices de la surface 
sont les tangentes du lieu des points centraux (n° 287), qui 
n’est ici autre chose que \ arête de rebroussement de la 
surface développable. 

La réciproque du théorème se voit immédiatement. 

291 . Si l’on prend l’arête de rebroussement pour 
courbe directrice de la surface développable (n° 290), les 
cosinus l, m, n deviennent respectivement égaux à a, b, c 
(formules de la page 173 ). Or, l’axe du plan oscillateur 
de l’arête de rebroussement est perpendiculaire à la direc- 
tion ( a , b. c ) et à la direction ( da , rlb, de)-, la normale 
à la surface l’est également, puisqu’on a la relation 

dx ( mdn — ntlm ) -t- dy ( ndl — Idn ) -t- dz(ldm — nuit ) = o, 

et l’identité 


dl ' mdn — ndm) -t- dm ( ndl — Idn) -t- dn ( hlm — nuit) — o ; 
le théorème est donc démontré. 
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292. Outre l'équation (A) du n° 289, qui peut s’écrire 
dl(bn — cm ) — I- dm (çl — an) -+- dn ( am — bl) = o, 

on a 

ldi -+- ni dm -+- ndn — o, 

d’où 

dl dm 

m (nm — bl) — n (cl — an) n ( bn — cm) — l (an — bl) 

dn 

l (c/ — an) — m (bn — cm) 

Or, 

m(am — bl) — n ( cl — an) — a — l(al-\- bm -+• cn)r= a — / cos 0, 

et les autres dénominateurs donnent des résultats sem- 
blables. 

293. i° Les équations générales du n° 292 deviennent ici 

, , dl dm dn , 

( I ) — — - — — — — y dl 1 -H dm‘ -+- dn\ 

a b c 

Si l’on désigne par <p l’angle de la génératrice avec l’axe 
du plan osculateur au point M de la courbe directrice, 
on a 


( 2 ) 1er. -+- m 6 -+- ny = cos y, -t- fim -t- jn= sin y, 
et par conséquent, 

(3 ) Ida. -(- md 6 -+- ndy -+- a.dl -t- 6 dm -+-7 dn — — sin ydy. 

Transformant ce résultat au moyen des équations ( 1 ) et 
des formules connues, 


( 4 ) 

il vient 


da. do dy 
ipv 

dtf = u. 


Telle est la relation nécessaire qui régit les variations 
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«le l’angle que fait la génératrice avec l'axe du plan oscil- 
lateur. 

2° La relation dy — u étant supposée exister, la surface 
est développable. En effet, si l’on en tient compte ainsi que 
des formules (2) et ( 4 ), l’équation ( 3 ) se réduit à 


On a d’ailleurs 


adl -t- ddtn -1- ydn — O. 


ldi -+- mdm -I- ndn = o. 


et par suite 


dl 


dm 


dn 


m y — ni — ly 1 6 — ma 


Or, la direction définie par les dénominateurs de ces 
rapports est celle d’une droite perpendiculaire à la généra- 
trice et à l’axe du plan osculateur, c’est-à-dire celle de la 
taDgente, ce qui conduit aux relations (1). 

Les arêtes de rebroussement des surfaces développables 
définies par l’équation ( 5 ) sont dites les développées de la 
courbe directrice. Comme cette équation ne renferme que 
la différentielle de l’angle y et non cet angle lui-même, il 
en résulte qu’une courbe à double courbure admet une in- 
finité de développées. Si la courbe est plane, y est une 
quantité constante. 

294 . i° Désignons les quantités qui se rapportent à la 
caractéristique par les lettres affectées aux quantités ana- 
logues relatives à la courbe directrice, en les accompagnant 
de l’indice 1. Nous excepterons seulement les cosinus di- 
recteurs de la tangente qui serotit toujours /, m , n. Cela 
posé, en se reportant aux notations des pages 173 et 174, 
on a 

dl da, dm rfS, dn dy , 

Ui , U, w U, W | U, 

i3 


Digitized by Google 



«94 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 

et, à cause des formules (i) du n° 293, 

I dl = a &>, , 
dm =z bu , , 
dn = cw, , 

~ — ««,, 

f ^7i = — e«i, 

d’ou 

u, = adl b dm -4- cdn, 

(3) II ,— — (adoc, bdf>, -h rdy,. 

Or, par hypothèse, 

al -I- bm -+■ en — o, 

et par suite, 

adl 4- b dm 4- cdn — — ( Ida 4- mdb 4- ndc) = — usin f, 

en désignant par <p l’angle de la génératrice avec l’axe du 
plan osculateur au point M de la directrice; donc 

(4) », = — w sin y. 

D’un autre côté, le plan tangent à la surface étant oscula- 
leur à la caractéristique (n° 291 ), les cosinus directeurs de 
l’axe de ce plan sont donnés par les relations 

a , — bn — cm, S, = cl — an, y , — am — ht. 

On en déduit 

a,a 4"ê,t + y, c~ o, 

adx, 4- bdS , 4- cdy, — — ( a,da 4- S,db 4- y, de) 

— — «(«,>■ 4- 6,ft 4- y,v), 

puis 

«,X 4- 6, (/ 4- y , -j — — (a/ 4- 6m 4- yn) = — COSy. 
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Ces résultats transforment l’équation (3) en celle-ci : 
(6) «, = — wcos<p. 


Des valeurs (4) et (6) on tire 


Il suit de là que si la courbe directrice est plane, l’arête 
de rebroussement de la surface développable est une hé- 
lice (n°283) . Cette remarque a été faite par M. A. Serret dans 
le cas particulier où la génératrice est normale à une sur- 
face S sur laquelle la courbe est tracée, c’est-à-dire lorsque 
cette courbe est une ligne de courbure de S. 

2° On a trouvé généralement (n°287), pour la distance 
MM, = h, 

dxdl -t- dydm 4- dzdn 
^ dl 1 -4- dm 7 4- dn' 


formule qui donne ici 


A = — 


D’un autre côté, des relations évidentes 


-x.— lh, y, — yz=mh, z, — z = nh. 


on tire 


dx,—dx—ldh-hhdl, dy,—dy=mdh-yhdm, dz—dz~ndh-\-hdn-, 
et par suite, à cause des équations (i) et (7), 
dx, = Idh, dy, = mdh, dz , = ndh, 

résultats faciles à trouver par la Géométrie. 

On en déduit 

ds { — dit, 

ce qui fait voir que la génération des développées de la 

i3. 
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courbe directrice est tout à fait semblable à celle de la dé- 
veloppée d’une courbe plane. 

295. Soit z — cf (x, y) l’équation de la surface donnée; 
si l, m, n représentent les cosinus directeurs delà normale 
au point M, on sait qu’on a 

N/), m — H q, n — — 'N, 

avec 

N =(, ■+-/»’+ ?*)'’, 
et 

dz — pdx -H qdy. 


D’ailleurs, les formules générales du n° 292 deviennent 
ici 


(0 


dl dm dn 
abc 


ou bien 


dx dy dz 


Il est manifeste que d (Np) est une différentielle totale, 
ainsi que d (N^) et d (N). 

On tire de là 


N dz dx -h pdz dy ■+■ qdz 
~ dN ~ Tp = dq 

L’égalité des deux derniers rapports donne immédiate- 
ment l’équatiou connue des lignes de courbure. 

Remarque. — Les équations (i), cas particulier des équa- 
tions (i) du n° 292, sont dues à O, Rodrigue. 

296. i° Puisque la courbe AB appartient à la surface S, 
on a (n° 295) 

dl dm dn sJ dl' -I- dm 1 -+- dn' » 

dx dy dz ds as ’ 
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/, m, n étant les cosinus directeurs de la normale à celte 
surface au point M (x, y, z) de la courbe. 

On a de même 

^ dl , dm , dn, i>, 

tix dy dz ds 

l t , rn,, n , et F, se rapportant à la surface S,. 

De plus, 

, cos0 = //, 4- mm, 4- nn„ 

6 désignant l’angle sous lequel les deux surfaces se coupent 
au point M. De là résulte la relation 

(3) — sin0rf0 = ldi, -t- mdm, 4- ndn, 4- l,dl -t- m, dm 4 - n,dn; 

ou, à cause des équations ( 1 ) et ( 2 ) et des identités évi- 
dentes 

Idx 4 - mdy 4- ndz = o, l,dx 4- m,dy 4- n,dz — o, 

0 = const. 

a 0 Réciproquement : si 8 — const., et qu’on ait en même 
temps les équations ( 1 ), l’équation (3) conduit à celle-ci : 

(4) ldi , 4- mdm, 4- ndn, — o; 
et comme on a d’ailleurs 

(5) l,dl,-¥ m,dm,-\- n,dn, = o, 

les équations (4) et (5) expriment que la direction (dl,, 
dm,, dn,) est perpendiculaire à la direction (l, m, n) et 
à la direction (Z,, m, , n t ), c’est-à-dire quelle se confond 
avec la direction (dx, dy, dz). c. q. f. n. 

297. L’équation de l’ellipsoïde étant 

X’ Y : Z’ 

-t + -n H- -t ~ 1 * 
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on aura pour celle du plan tangent au point (x, y, 2 ) 


(0 


x* 

a 1 


Jr 
b * 



I, 


avec la relation 



Les équations d’une perpendiculaire à ce plan, menée par 
l’origine, peuvent s’écrire 


(;) ~ © ~ (;) 


Pour éliminer x, y, z entre les équations ( 1 ), (a), (3), 
remarquons que la valeur commune des rapports (3) est 


(«’X>4~ é’Y’ + c’Z 5 )’; 

par conséquent, 





= («’X’-f- b' Y 3 -+- <: 



On en conclut 

X 1 H- Y> 4- Z» = (a’X* + b 1 Y' 4- e’ Z*) 1 , 

équation de la surface cT élasticité dans la théorie des 
ondes. (N° 219.) 


298. Le plan Langent a pour équation 

( 1 ) (a 1 - i’) ïX - i’/ï - + .t 1 !’ - o. 

Pourjdéterminer son intersection avec la surface, il faut 
combiner l’équation ( 1 ) avec la suivante : 


0») 


(«’ — Z’)X 5 — i’Y’^o, 
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sachant qu’on a d’ailleurs 

(3) [a 7 — z‘)x' 1 — b’y' = o. 

Si l’on élimine et Y entre ces trois équations, on trouve 

(a 1 — z s )’(/i’ — Z>)’ X = xz[z — Z) -h {a' — z’)X, 
et par suite, 

(a 1 — z J ) (z’ — Z’) X’ = -r’z’ (* — Z)* + z J ) (*— Z)X. 

Cette équation peut s’écrire 

(z — Z) |(a’ — z 3 )[X’(z -t- Z) — 2.rzX] — x , z s (s — Z) J = o; 

il en résulte que le plan tangent coupe la surface suivant 
deux lignes, l’une du premier ordre et l’autre du troisième. 

La surface considérée ici est un conoïde droit dont la 
génératrice se meut parallèlement au plan xj, en rencon- 
trant constamment l'axe des z et le cercle qui a pour équa- 
tions 

x—b, i 1 -+-y 7 = a 7 . 

Elle porte le nom de coin conique de Wallis. 

299. Equation du plan tangent : 

h (a: Y — /X) - 4 - 2 jr (ar 1 -f- y*) Z = 2jrz( x 1 -h y’). 

La distance demandée est 

iTtrz 

p— 

en posant x* -t-jr 1 = r*. 

300. Soit, pour abréger, F (x,j, z ) = o l'équation de 
la surface; il faut démontrer que 

rfFf /rfFV /dF\* / rf F \ ’ I ~ ’ 

* LW + w + [*) J 

est une quantité constante. 
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Posons 


27TZ 

~T 


(x> -+- jr 1 — a 7 ) 7 


~ 9; 


on a 


— = cos0 ■ 

ày 


dF . . xfxcosfl — rsin6 

— = sin 0 ■ 

dx 


a (x J y 7 — a 7 ) 7 

rfxcosô — rsinO) c/F n r, ... 

- — — — — ft — = r (xcos0— jsinô). 


a ( x’ - 


a’) 1 


Or 

(x cosS — y siu 0)’ — x 1 -+-y 7 — a 7 , 

en vertu de l’équation de la surface. On déduit de là, pour 
l’expression cherchée, 

2r n 

l’inclinaison sur le plan xy est donc constante et égale à 
celle de la tangente à l’hélice directrice sur le même plan. 

301. Equation du plan tangent : 

(ir 1 — <J’)xX + (ïr’ — à’) .y Y -+ -(îr 1 — c 7 ) zZ — r *, 


en posant 


x ! -+- y 7 -+- z 1 = r 1 . 


La distance cherchée a pour expression 


(x 1 -h y 7 -4- j» 

JL • 

(«‘x 1 -+- b* y 7 -+- c'z 7 ) 7 

302. (Fig. a3.) Soient M un point du lieu, H et K les 
points fixes dans le plan xy, C le milieu de HK, O le centre 
de la sphère, dont nous supposerons le rayon égal à i, 
MP un arc de grand cercle perpendiculaire à HK, et posons 

MH 4- MK = 2a, HC = CK. = 7, 

MP = 0, CP = y. 
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L’angle P étant droit, la formule fondamentale de la Tri- 
gonométrie spliérique nous donne 

cos MK cos 8 cos (y — y ], 

cos MH — cos 8 cos (y -+- oj ; 

d’où l'on tire 

MH — MK cos 8 cos® cosy 
cos - — — ; , 

2 COS oc 

MH — MK cos9 sin y siny 


par suite. 


_ / cos 3 y 

; = cos 3 9 ( - 

\c0S 3 a 


sin’y . 

cos 3 ® H sin 3 « 

Sin 1 a 


Or, il est facile de voir sur la figure qu’on a 
x — cos 9 siny, y = cos 9 cos ® ; 
par conséquent, 

sin’y cos 1 v 

x 1 H -y’ — i. 


Si le rayon de la sphère est r, la projection de la courbe 

cherchée sur le plan xy a pour équation 

sin 3 7 cos 3 y 

- r ■ x 3 H r — r 3 ; 

sin 3 a cos 3 a 

la courbe résulte donc de l’intersection de la sphère avec 
un cylindre. 

En combinant la dernière équation avec celle delà sphère, 


on en déduit 


x 3 ■+ y* H- z 1 — r’, 


cos 3 yx’- 4- (i — tang’acos’yjy 3 -+• z 2 ~~r 3 cos’a, 


bie 


x 1 y 3 
o 3 0 - 


i. 
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en posant 


r 3 cos 3 a 
eus 1 7 


r 3 cos 5 a 

i — tang 5 acos’7 


r 1 cos 1 et . 


La tangente a pour équations 


* (X - *) y (Y -y ) z(Z-z) _ 
a 3 [b 3 — c 3 ) b 3 (c 3 — a 3 ) c 1 ( a 3 — b 3 )' 

celle du plan normal sera donc 

X j. Y v / z 

a 3 ( b 1 — c’) h b 3 le 3 — a 3 ) — -t -c 3 ( a 3 — b 3 ) =o. 

x y z 

La courbe qu on vient de trouver est Y ellipse sphérique. 
Pour étudier les courbes tracées comme celle-ci sur la 
sphère, il est avantageux d’employer un système de coor- 
données pris sur la sphère même. Consulter à ce sujet le 
Journal de Crelle , t. VI et XIII, les Transactions phi- 
losophiques, vol. XII, les Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, t. VI et VII, et divers travaux de MM. Chasles, 
Guderniann, Borgnet, etc. 

303. En prenant z pour variable indépendante, on trouve 

b 3 x 3 X — a 3 y 3 Y + (a 3 — b 3 ) z 3 Z — a 3 b 3 (a 3 — b 3 ). 

301. Soient M le point mobile, O le centre de la sphère 
pris pour origine des coordonnées, OZ la direction du dia- 
mètre fixe, a le rayon de la sphère, p la projection de OM 
sur le plan XY, (p l’angle de OM avec sa projection, 0 celui 
du plan mobile avec le plan ZX; on a immédiatement, 
quel que soit le rapport de rp à 0, 

P . x 
cos o = - , cos 9 — — • 
a p 

Dans le cas particulier où cj = 0, on trouve 


x 3 -+- y 3 — nx. 
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La courbe cherchée résulte donc de l’intersection de la 
sphère donnée avec un cylindre. On peut aussi la repré- 
senter par l'un quelconque des trois systèmes : 

jc 3 -h y 3 — ax, | x 3 -\-y 3 — ax , | z 1 rzza(a — x), 1 

z 3 — a (a — x). ) z* = a’ (z’ — jr 1 ), J z' — a 3 (z 3 — jy 1 ). J 

Posant a = 2 r, on trouve 

d 3 x 4 r ( r — x) — x 3 d 3 y y(5r- 1- x) 

ds 3 rjîr+z) 1 ' ds 3 r[ 2 r-^-x) 3, 

d 3 z z 

ds 3 (ar -+- x) 1 ’ 

par suite, 

(a + x) 1 

0 = • 

(5a -f- 3 x) t 

En prenant x pour variable indépendante, l’équation du 
plan osculateur est 

[ 2 xy 3 — a^’-f- **)]X -+- 2 y 3 Y — 2 z’Z =ax[y* 4- z 3 ) — aa’z®. 


305. L’équation de ce plan est assez compliquée, mais si 
l’on pose 

a 3 (c 3 —b 3 )=t: A, b 3 (a 3 — c>) = B, c 3 (b 3 — a 3 ) = C, 

et 

Bz s — Cy 3 — L, Cx 5 — A z 1 — M, A y 3 — Bx 1 = N, 


elle prend la forme très-symétrique 


— (X — x) 4- ^ ( Y — y) -4- ^ (Z — z) = o. 


306. On arrive à l’équation 
P 


p o 2 b 1 c 7 

4- [ a' -t- b 3 -t- c 3 — (x 3 4- y 3 -+- z 1 )] h - — — =z o, 
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en posant 



Comme p est la distance du centre au plan tangent, le der- 
nier terme de l’équation fait voir que, pour tous les points 
dont les plans tangents sont également éloignés du centre, 
le produit des rayons de courbure principaux est constant. 

. . , x abx k 

307. p 3 — la ■+- b -4- \x) — p -+- — - = o. 

r ' J.p' 4 P 

p a la même signification que dans le numéro précédent. 

308. pi- 2 ( J r’+j'>-t-z»)£-f-^^ = o. 

PP 

p représente la distance de l’origine au plan langent. 

309. n’p J — [i -t- n 2 ( x 1 -t-j' 1 )] 3 — O. 

Les deux rayons de courbure sont égaux et de signe con - 
traire en chaque point. 


§ XV. — Enveloppe des lignes et des surfaces. 

310. À désignant une constante, l’équation générale de 
ces ellipses sera 

îl r 3 _ 

a 2 ( h — a) 2 

En différentiant par rapport à a, on trouve 


U 3 


x 3 -hy’ 


k — a : 


kf 


x 3 -4- J 3 


et par suite, 


X>+fz=:k>. 


(N 03 228 et 229.) 
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311. Soient k la longueur de la ligne, a et J les lon- 
gueurs qu’elle intercepte sur chacun des axes coordonnés, 
à partir de l’origine ; son équation sera 



avec la condition à 1 -+- b* = À*. Dilïérentiant ces deux équa- 
tions par rapport aux deux paramètres a et b, et désignant 
par X un multiplicateur indéterminé, il vient 



par conséquent l’enveloppe a pour équation 

* 2 * 
r» +JT* = X 3 ; 

c’est l’hypocycloïde du numéro précédent. 

312. On trouve 

x J = 4 c{c — x). 

C’est l’équation de l’enveloppe des paraboles que décrit un 
projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, 
mais sous une inclinaison variable. Fatio proposa ce pro- 
blème à Jean Bernoulli, qui le résolut; ce fut le premier 
exemple de la détermination de l’enveloppe d’une suite de 
lignes courbes. 

313. y’ = ^m (x -4- m). 

314. Soient OA l’axe des x, OB celui desj - , et posons 

OA n, OA — b, na — p, ob — q ; 
on demande l’enveloppe des droites données par l’équation 
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sachant qu’on a 
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P*i — (•* p) [b — q), 

OU 



En diflférentiant (i) et { 2 ) par rapport aux paramètres 
variables, on a 


par suite, 


ou bien 


x y 

— du - 4 - — dq ~ o 
P '1‘ 


dp 

a 


a r br 



b 


-o-. 


(3) 



± V br 


? 


Le résultat de l’élimination de p et de q entre les équa- 
tions ( 1 ), ( 2 ), (3) peut s’écrire 


(v / : ± V / î)’= ,i 

c’est l’équation d’une parabole. 

Cette enveloppe est employée quelquefois dans les con- 
structions comme courbe de raccommodement. 

315. Appelant a:, et j, les coordonnées de l’extrémité 
d’un diamètre, celles de son conjugué seront 

a b 
~~b r " 

et l’équation de la ligne qui joint ces deux points 
bx, [ay -4- bx) -4- ay, ( ay — bx) — a'b'= r O. 
L’enveloppe est une autre ellipse qui a pour équation 
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316. Soit 


(l) Ai 1 -t- ?.B xy +- Cy 1 -f- îDj: -+■ 2 Ey 4 - l — o 


l'équation de la première courbe. Pour plus de simplicité, 
nous supposerons que la seconde est une ellipse qui a pour 
équation 


x 1 

«ï 



l. 


et, 6 désignant les coordonnées d’un point de (i), la corde 
de contact correspondante dans l’ellipse est donnée par 
l’équation 


(*) 


olx 

li 2 


ê£ 
b 2 


— i; 


on a aussi 


(3) A« ! + aBaë -f- CS’ +- aDa -+- ?.E6 -t- i = o. 

En différentianl les relations ( 2 ) et (3) et nommant X 
un multiplicateur indéterminé, on trouve 

X — - A a -f- Bë 4 * D — o, 

'a? 

if +Ba+CS+E=o. 
b 1 

Il en résulte 

\ ~ D a -f- E6 -f- 1 . 


Substituons celte valeur dans les deux équations précé- 
dentes, puis éliminons « et 6; il viendra 

i (C-E>)£-a(B-DE)g+(A-D’)£ j 

( 4 ) 

I -+- 2 (CD — DE) -- H- a ( AE — BD) f- 4- AC — B’ 

! a- * b 2 

On sait que les courbes représentées par les équations ( 1 ) 
et (4) sont dites polaires réciproques. 
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317. Soit a. l’angle de la droite variable avec la normale 
au point m (x, y) de la courbe donnée C. L’équation de 
cette droite sera 

(0 (Y — r)( tan g“ — /) = (X — x) (1 H-/ tanga). 


Une position de la droite variable, infiniment voisine de la 
première, détermine sur celle-ci un point limite p dont les 
coordonnées X, Y satisfont à l'équation ( 1 ) et à la suivante 

(■>■) (Y— /)(tanga— /'J + i+y»— (X— x) — x" tanga 

qu'on obtient en différentiant l’équation ( 1 ) par rapport à x. 
On déduit de là 

cosa (sina — y' cos a) (1 -4 -y' , ) 

/>- (, 4-y>)a' ’ 

cosa (cosa -t-y sin a) (i-t*y*l 

y" — (i-t-y j )<x' ’ 



et par suite, 


cosa ( 1 -f-y»)’ 


• y "- (1 +yv 

Soit p le rayon de courbure de la courbe donnée; si Ton 
pose 


( 4 ) 


cosa (1 -t~y j ) J 

y'-(.+y»)a' : 


la quantité /•, qu'on peut désigner sous le nom de rayon de 
courbure oblique , se réduit à p quand « est nul. 

L’équation (4) revient à celle-ci : 


(«) 


cosa I rfa 

r p ds 


qu’il est facile de démontrer géométriquement. 
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(n) (X — ,r)<fe-H(Y — jr) dy = rds sina. 

En rapprochant les équations ( 8 ), ( 9 ) et ( 1 1 ), on est con- 
duit à ce résultat simple : 

(12) rfS = rfr-t- sinatfr, 

qu’on trouve aussi par la Géométrie. 

318. r étant la portion du rayon incident comprise entre 
les courbes A et C, si l’on applique à ces deux courbes la 
formule ( 6 ) du numéro précédent, on trouve 

COS a 1 da 

r p ds ’ 

et de même, r, désignant la portion du rayon réfracté com- 
prise entre les courbes A, et C, on a 


cos a, I da, 

r, p ds 


>4 
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D'ailleurs, 


d’où 


cos adci — n cos a,da, , 


/ l eus a \ / l cos a, 

cos al I ==: n cos a, | 

\P r J \p r, 

Cette formule générale a été démontrée par C. Lambert 
( Annales de Alathématiques, t. XX). Petit l’avait donnée 
pour le cas du cercle, dans la Correspondance sur l’É- 
cole Polytechnique, t. II. 

Quand on suppose que la courbe A se réduit à un point, 
l’équation (ta) du numéro précédent devient 


dr + sin a ds — a. 


Si la courbe A, se réduit aussi à un point, on a de 


même 




dr, -1- sin a, ds = o 

par suite, 

dr 

sin a 


dr x = 

— . ^ y 

sm a, 

d’où 



/ir, -f- const . 


Celle équation est celle des ovales de Descartes, nom- 
mées aussi lignes aplanétiques par M. Quetelet. 

310. Prenons pour origine le sommet du parallélipipède 
qui appartient au tétraèdre, pour axes les arêtes qui passent 
en ce point; appelons a , b , c les longueurs interceptées sur 
ces arêtes à partir du sommet; l’équation du plan sera 


x y z 



avec la condition 

abc — m l — const . 
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L'enveloppe a pour équation 

_ m 3 

X) ~ ~ 27 ' 

320. On a l’équation 

(x — «)’ + [y — b) 2 -+- z 2 = r 2 
avec la condition 

• a 1 -+- b 2 = c 2 = const . 


Si A est un multiplicateur indéterminé, on trouve les re- 
lations 

X a -t- x. — a = 0 ,. \b-hy — 6 = 0; 

d’où 


et aussi 
Mais 


X _y 
a b ’ 

X c 2 -+- ax -1- by — c’ — o. 

, I 

ax -+- by ax -1- by (x 2 y 2 )* 

a 2 -+- b 1 c 2 c 


l’équation cherchée est donc 

£r:fc = r 2 — z 2 . 

C’est l’équation du tore. 

321. x* H- = c* z* , équation du cône donné; 
lx 4- my -+- nz = p, équation du plan variable, dans la- 
quelle l, m, n sont les cosinus des angles qu’il fait avec les 
plans coordonnés, et p la distance de l’origine à ce plan ; 

(*’ + r >)* = 2 _ ^ + 

n n 

sera l’équation de la courbe suivant laquelle se projette l’in- 

' ,4. 
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tersection du cône el du plan. La valeur de (.r* = r 

lait voir que l’origine est un fover de cette projection. 
Comparons-la avec l’équation 


a ( i — e 1 ) 

/* ~ 1 • 

1 -+- c COS (6 — a ) 

qui est celle des sections coniques en coordonnées polaires, 
le pôle étant au foyer. Comme cette dernière peut s’écrire 


r -+■ re cos 6 cos * -4- re sin 9 sin a — a (i — e 1 ), 

ou bien 

(x 3 -(-.r 3 ) 1 = a{i — r 1 ) — ex cos a — ey sin a. 


<i( i — e 3 ) 


cp 


c'tn 


■ m>) 


On en conclut que l’aire de la projection est 

7r nc*p' 

— y 

[n 3 — c 3 (/ 3 -+- m’)]* 

et celle de la section même 

■nc 3 p 1 

T * 

[n 3 — c 3 {/* — t- /w 3 )] 3 

Le cône oblique détaché a donc pour expression 

ire 1 p 5 

_ . 

[» 3 (l -t- e 1 ) — c 3 ] 3 

Cette quantité devant être constante, posons-la égale à 
a, et la question se ramène à trouver l’enveloppe du 
plan 

J 

/.r -t- my -4- nz — o[h'(i -4- e*) — c 3 ] 3 , 
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/, /n, n étant liées par la relation 

T-(- /«’-t- « 2 „: i. 

On trouve 

c’a 2 — (x 2 -l- _x 2 ) = a 2 c 2 . 

322. Les paramètres x, y , z étant liés par les relations 

JC 2 jr 2 




, Ix -4- /«/ -h nz = p , 


on est conduit à chercher l’enveloppe des plans représentés 
par l’équation 

X* Yr Zi 

a 1 b 2 c 2 ’ 

ce qui donne, eu désignant par X et ^ deux coefficients indé- 
terminés, 

a 2 ^ a 2 ’ 

v Y \z L 

'F 2 ^ '“ï 2 + "» — °» TT + — °> 

et, par suite, 

X -t~ fi -+- p — o . 

On déduit de là 

u(X — x) —px — a'I, p(Y — y)=.py — b : m , 
fi( Z — a) — P* — c 2 n , 

et aussi 

X — x Y — y Z — z 

— a 2 / py — A’/n ypz — c 2 n 

Soit A la valeur commune de ces trois rapports; multipliant 
les deux termes de chacun d'eux respectivement par 
Y Z 

r- , - , on trouve facilement 
n 2 c ’ 

X< Y’ Z 
, ^ 4 A 2 + ? ~ ' 

~ /»— (/X -4- /«Y -f- «Z) ' 
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Multiplions encore les deux termes de chacun des rap- 
ports (i) respectivement par /, ni, n, on en déduira 

, P— (/X-t-mY + nZ) 


a’/’ H- b 2 m 2 -(-c , n , — />’ ’ 
et par conséquent l’équation demandée sera 


x 2 y 1 z 2 

? + ~ 1: 


( lr -t- my -f- nz — p )’ 
a 2 l’-i- b 2 m 2 -¥ c 2 n 2 — p 2 


323. X et p étant des multiplicateurs indéterminés, les 
conditions du problème fournissent les relations 

(l) Xx= p/ -4- - — -, 
p 2 — fl s 


(2) ly— pm -+- - 


*'* = ftn -+- 


p‘ — b 1 
H 


p 2 — c 2 


(3) 

(4) .. - r^ [p ,_ a ,y ■ {pt _ b . 

Des équations (i), ( 2 ) et (3) on tiré X/i = p, et aussi 


l 7 m 7 n 7 

~ P a 2 ) 2 + (p 2 — b 2 ) 2 + (p 2 — c 2 ) 2 _ ' 


4 -z 3 ) = Xr*= pp - 1 — - 


Ix 


my 


p‘—a- 


p 2 — c 2 


Les mêmes équations, élevées au carré et ajoutées, nous 
donnent 

I 2 m 2 n 2 

Vr 2 = p 2 -+- 


(p 2 — a 2 ) 2 (p 2 — b 2 ) 2 ( p 2 — c 2 ) 2 


On déduit de là 




m 2 


et, par suite, 


(p'-a'Y (P 7 - b 2 ) 2 (P 7 - 


2 —p 2 )' ** r 2 — p 2 


A 

— > 
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Ces valeurs, substituées dans les équations (i), (a), (3), 
conduisent aux relations 

je pl 

r* — a 2 p' — à 1 ' 

y __ p m 

r 3 — b 2 p 1 — i 2 ' 

z 

r 2 — c 2 p 2 — c 2 

En les multipliant respectivement par x, y, s, elles 
donnent enfin 

a - 2 v 2 z 2 

1 - 1 = I. 

r 2 — a 2 r 2 — i 2 r 2 — c 2 

C’est l'équation de la surface de l’onde lumineuse qui se 
propage dans un milieu cristallisé. En en retranchant 
membre à membre l’équation 

•r 2 -4- _y- 2 •+• z 2 

r 2 ’ 

on trouve 

n 2 .»- 2 b' i 1 r 2 z 2 

H , H — o. 

r 2 — a- /’■ — n 1 r‘ — r 2 

Telle est la forme donnée par Fresnel. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

CALCUL INTÉGRAL. 

QUESTIONS. 


324 . 

325 . 
325 . 

327 . 

328 . 

329 . 

330 . 


331 . 


I. — Intégration par substitution. 

/ * xdx 

("*— X ‘V' 

/ xdx 
a 4 -f- x' 

/ * xdx 

[x'-a'Ÿ^-xïŸ 

h 

f 

Fs 


dx 

■+- bx -f- ex 1 
dx 

(« -f- bxz ta ’) 1 
ax. -t- b ) dx 


-t- px -+- (/ 
dx. 
— a'Vdx 


/(£=) 

j {*'-*')' 

332. 
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333 . 

334 . 

335 . 

336 . 

337 . 

338 . 

339 . 

340 . 

341 . 

34 - 2 . 

343 . 

344 

345 . 

346 . 



f/.r 

1 

x[a -+■ bx -+- ex 1 ) 1 
rt.r 


-t - bx -+■ ex 2 y 
xdx 


J 
j ( a 

J (a -t- bx -4- ex 2 )' 

/ ' xe’tlx 

J'iang 2 xdx. 

/ tlx 
sin ! x cos’x 


Digitized by Google 



2l8 


CALCUL I3TÉUIUL. 


347. 

348. 

349. 

350. 

351. 

352. 

353. 

354. 

355. 
356 

357. 

358. 

359. 

360. 


/ I dx_ 

«( I -+-<•' 

h 

f— 

J a cos’j 


OS X ) 
dx. 

b cosx 
dx 


x + b sin’x 


f _ . 

J i + cos’x 

/ sinx cos’x 
i -+- a 1 cos 

b 

h 

/■ 


tfx 
“x ‘ 


- è tangx 
tangx rfx 


b tang 




' COSX COS2X cos3 xdx. 

§11. — Intégration par parties. 
iinx 


(•-*’)* 
arc sin.r 

fi-.*’)* 


/ 

J 

f . ! x \* 

f arcsin ( dx. 

J \a-\-xJ 

j x»rc sia l ) ,,/x< 

^arc tangxrfx. 

y'— - — - arc tangx rfx. 
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361. 

362. 


f 

f 


•^aArctangx 


l-hx'V 

ça arctangx 

(i + •*’)’ 


dx. 


xdx. 


§ III. — Intégration par les fractions rationnelles. 


363. 

364. 

365. 

366. 

367. 

368. 

369. 

370. 

371. 

372. 

373. 

374. 

375. 

376. 


/ (x* — x -+- 2 ) dx 
X* — 5x’ -t- 4 

f xtdx 

J ( x — a ,) {x — a,)...(x — a,)' 

/ 2 X'+ 7 X 1 -+- 6 x -4- 2 

/ ’ x'dx 

x 3 -+- 5x* -+- 8 x -4- 4 


«pair. 


r dx 

J *■(* — !)"’ 

r 

J X* 4- X* — 2 

/ ’ 3 X 3 -4- X — 2 , 

/ * 

X 4 -+- 2X S -f- 3x’ 

r dx 

J x‘ -4- x* -+- 2 X 3 -4- 2 x’ H 

/ ’ (x J -4- 3x — 2 ) dx 
( •** — X -4- I )* (x I )* 

r dx 

J r+P' 

r 

J I — x‘ 

/ x'dx 
1 — x* 
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§ IV. — Expressions qu'on intègre en les rendant 
rationnelles . 


377. 

j ' x'dx 



378. 

f ,■ 


J x (a - 1- bx) 7 

379. 

f " 


J x(bx — a)‘ 

380. 

f * •• 


J *'(*- i) 1 

381. 

J x 1 (a -+- x) 1 ilx. 

382. 

p xdx 


J {a -+■ bx )’ 

383. 

f 

f (a -t- bx)* xdx. 

384. 

/’ x 7 dx 

1 ~ 


J (a -h bx Y 

385. 

J (a -f- xÿ xdx. 

386. 

a -+- x) 3 x 3 d.r. 

387. 

P x * dx 


J 

388. 

P >•* dx 


J II- x'f 
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389. 

/* llx 


J **(« + b.v')- 

390. 

/* dx 

1 » 


J («+*’>’ 

391. 

y x’dx 


J (« + A*’)’ 


r> -2 

392. 

f — ï*- 


J .1 -+- 

393. 

r ■" ? * 


J (2 -l-x(l-+-x) ! 

on); 

y"* <ix 

oH*. 

1 i 


J (!+»') (.-i 1 )’ 

395. 

f ^ 


J (l — *’)(' -t-X’)’ 

396. 



J ( a -t- i**)’ (A -1- Ax 1 ) 

397. 

rfx 


f y .r ( a -4- ta" Ÿ 

398. 

f * .• 


J x(nx J "- b) 7 

399. 

f * 


./ (i -t-’ r )(» +* — *’)’ 

400. 

f — 


J (t -+- x) (l — X — X 1 ) 1 

401. 

Ç X ^x -t-(i +X 5 ) 1 J" d 


X est une fonction rationnelle de x et de (1 — x’)\ 


Digitized by Google 




/ 

232 

CALCUL INTÉGRAL. 

402. 

/■* ( 1 4- x > ) dv 


J (' — *’) (' +X') 1 

403. 

Ç (i -+- .r') 2 dx 

J l — x‘ 

404. 

f' x 3 dx 


J (! — *•) (I + 

405. 

p dx 

J (l + x*) [(l 4-x 4 ) 2 — x 2 ] 2 

406. 

r dx 

407. 

f 


J (y — x") ( 22 »- i)»« 

408. 

j x~'dx 


J {y — x") ( 22 :" — i) 2 ” 

§ 

V. — Intégration par réductions 

409. 

f dx 

J («*-+- x 2 )" 

410. 

f' x" dx 

J (a 3 4- x 3 )P 

411. 

C = ■ 

J ^a 2 — x 3 ) 3 dx\ a impair. 

412. 

r dx 


J X '• (x 2 — l) 2 

413. 

f dI •• 


J .r«(x 2 -+- l)* 

414. 

x n d.r. 


J (a -h bx) 3 


successives . 
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415 . 

t 

410 . 

417 . 

418. 

VI.- 

419. 

420. 

42t. 

422. 

423. 

424. 

425. 

426. 

427. 

428. 

429. 

430. 


/ 

/ 


dx 

x" (a -t- bxY 
x n dx 

a -I- bx) 3 
x"dx 

7 ' 

a -f- bx -f* ex 1 ) 2 
fl.r 


J (a -h b cosx) n 

- Intégration des fonctions de plusieurs variables, 

dx 


du : 


=: 


rfa = 


adx -4- 2 bydy. 


(l -4- ■r , ) î 
xydy — y'dx 

I 

x 7 (x 7 +y 7 Y 

dx dy 


xdy 


y ~i^-u v t \ 7 


y (*»+/*)’ 
du — (a 7 y -4- x 3 ) dx -t- ( b 3 -4- a 7 x) dy. 
du = (Sxy 7 — x 7 ) dx — ( i + 6y 7 — 3 x 7 y) dy. 
a(xdx-i-ydy) ydx — xdy. 


du 


du — 


(x'+y 7 )' 
ydy -4- xd.r — 2 ydx 


x 7 4 -y 7 


by 7 dy. 


(r — *)* 

du -=x (sinj' -t- y cos.t) dx -4- (sinx -4- .rcos y) dy. 

ydx xdy xy dz 

du xx — 1 -4- J 


du xx 


a — z a — 2 [a — z) 7 
xdx -4- ydy -4- zdz zdx — xdz ^ 

(x 7 +y 7 + z 7 )' 

du = (y y- z) dx -4- (2 +-x) dy -h (x -¥■ y) dz. 

ndx — bdy by — ax , 
du xx ^ -4- — — dz. 
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§ VII. — Quadrature des courbes planes. 

431. Tractriee. (N°267.) 

432. Cissoïde. (N° 263.) 

433. Chaînette. (N° 266.) 

434. Développée de l’ellipse. 

433. Lemniscate. (N° 270.) 

436. r cos ?. 8 = i. 

Exprimer r et 0 en fonction de l’aire obtenue, cette aire 
étant supposée nulle pour 6 = o. 

437. r — acosS -+- b; a~f>b. 

438. r—a séc8 b. (N° 258.) 

439. Épicycloïde. (N° 229.) 

440. -r* ■+• y* — ax'y — o. 

441. y' -+- x s — axy — o. [Folium de Df.scartes.) 


§ VIII. — Rectification des courbes. 


2 2 2 

442. x J -f -y'—a\ (N°229.) 

443. Chaînette. (N° 433.) 

444. Tractriee. (N° 431.) 

445. Cissoïde. (N° 432.) 

446. Développée de l’ellipse. (N° 434.) 

447. Épicycloïde. - (N° 439.) 

448. Loxodromie. Cette courbe a pour équations : 


l(n 
r')* \ C 


y y 

arctang — — narctang 

* - 4 - * 

r- -f- r 2 z 2 = a 7 . 


) = 


449. Soient O M , . OM, les arcs de deux courbes avant 


•> 
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une tangente commune à l'origine O, et leurs tangentes 
aux points correspondants quelconques M, (a', ,y t ) et 
M, parallèles entre elles. OM = 5 étant l’arc 

d’une troisième courbe dont un point quelconque l\I est 
déterminé par les équations 

x — a, x, -4- a 7 r„ y — a, y, -+- a,y,, 

on aura, s, et s , désignant les deux premiers arcs, 

S ~ -f- <7j S 2 . 

» 

450. Deux rayons vecteurs r et r, de la lemniscale (n°270) 
"étant liés par la relation 

\_ 

ia‘r(a' — r 4 ) 1 

r, — 1 

a' -+- r' 

prouver que l'arc sous-tendu par le rayon r, est double de 
l’arc sous-tendu par le rayon r. 

451. Deux courbes étant représentées par les équations 

( i ) r* — a* cos | 0, 

(2) a 1 = r 1 cos 2 6 , 

prouver que la longueur totale de la première est égale à 
six fois la différence entre l’arc infini de la seconde et son 
asymptote. L'arc de la seconde courbe et son asymptote 
commencent à l’axe polaire. (W. Roberts.) 

§ IX. — Cubature. 

452. Volume engendré par la chaînette (n° 443) tour- 
nant autour de l’axe des x. 

453. Volume engendré par la cissoïde ( n° 445) tournant 
autour de son asymptote. 

454. Volume engendré par la conchoïdc (n° 438) tour- 
nant autour de son asymptote. 

i5 

s» 
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aa6 

455. Volume engendré par la révolution autour de l’axe 
polaire de la courbe dont l’équation est 

r = — T* 

1 -4- e cos G 

45G. Paraboloïdc elliptique. 

457. c 1 z 1 — y' (« ! — x’). 

458. z — xif 

459. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
rectangulairement ; évaluer le volume commun à ces deux 
solides (n° 467). 

460. Trouver la portion de sphère comprise dans un 
cylindre droit dont l’axe passe par le centre de la sphère. 

461. Trouver la portion de sphère comprise dans un 
cylindre droit dont une génératrice passe par le centre de 
la sphère, et dont la base a pour rayon la moitié de celui 
de la sphère (n° 468). 

462. Volume commun au paraboloïdc et au cylindre qui 
ont pour équations 

y* 4- s 1 = ^ax, x’ -h jr 1 — lax. 

463. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
en faisant un angle a 5 évaluer le volume commun à ces 
deux solides. 

464. Un plan passe par le centre de base d’un cylindre 
droit en faisant avec cette base l’angle a ; évaluer les volumes 
des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n° 470). 

§ X. — Quadrature des surfaces courbes. 

465. Surface engendrée par la cydoïde tournant autour 
de sa base. 
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4-66. Surface engendrée par la révolution de la trac- 
trice (n° 444) tournant autour de l’axe des x. 

467. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
rectangulairement; évaluer la portion de surface de l’un 
d’eux comprise dans l’autre. (N° 459.) 

468. Trouver la portion de surface de la sphère 

x’ -4-/’ -+- Z 5 — a’, 

comprise dans le cylindre 

x^-i-y* — ax. (N°461.) 

469. Les données étant celles du numéro précédent, 
trouver la portion de surface cylindrique comprise dans la 
sphère. 

470. Un plan passe par le centre de base d’un cylindre 
droit en faisant avec cette base un angle a. ; évaluer les sur- 
facesdes deux portions de cylindre ainsi obtenues. (N° 464.) 


§ XI. — Changement de variables sous le signe 
d' intégration. 

471. Etant données les relations 

x-t -y— u, y — ««, 
transformer l’intégrale 


//' 


ï" h y *~ 1 dxdy 


en une autre où les variables soient^! et v. 

472. Etant données les relations 


x — r cosO, _x = rsin8, 


i5. 
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transformer l’intégrale 

//- >+ t’ dxdy, 

en une autre où les variables soient r et 0. 

473. Etant données les relations 

x — r cos9, y — r sin 0 sin y, z = r sin9 cosip, 
transformer l’intégrale ' 

ff 

en une autre où les variables soient r, 0 et <p. 

474. z étant une fonction de x et y déterminée par 
l’équation 

t} r 1 z 2 

b*'*" 

transformer l’intégrale 




/ dz‘ dz , \ * 

V + dï’ + dp) 


en une autre où les variables soient 0 et ç, sachant qu’on a 
les relations 

x — a sin0 cosy, y = b sinfl siny 

§ XII. — Intégrales définies. 

475. Si la fonction F (x,jy) ne change pas quand on 
remplace .r par y et y par x , on a 

dx 




æF 


( x ’i) 


/ ' dx 


476. Démontrer la relation 


r a r ,-?(«) /*t>w 

I I f[y)dy—a \ f (y) dy — / /(r) J 

«y o «/ o o J y ^ 


4f{ÿ)dy, 
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T 29 


en supposant qu on a 


+[?(*)]— *• 

477. Trouver la règle de la différentiation sous le signe J" 

dans le cas où les limites sont variables, en le ramenant 
au cas où elles sont constantes. 

478 


J r * 00 , 

— i dx. 

o l °ë* 

479. .= 


480. 

481. 

482. 

483. 

484. 

485. 

486. 

487. 
■488. 


n a' l,< \ 

— I* "5 dx. 

e -e / 

X ' X log X 

7 dx. 

(t ~ x ') 2 

TT 

r* 

u — I log (sin x ) </x. (Euler.) 

J O 

J f" log xdx 

«— f - jl ° bJ , ,ix - (Euler.) • 

J o (»-*’)* 

x sin x 

— dx. 

o ' -+- cos'x 

r* 

u = I iog(t — 2 a cosx - 4 - a 1 )dx. (Poisson.) 
J O 

u — I 1 dx. (Euler.) 

Jo l + x 

u= f'^Ldx. (Euler.) 

J O 
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. ^89- Démontrer la relation 
n désignant un nombre entier positif. 

X CO 

x 7 "e~“* dx. 1 

491. Réduire aux fonctions eulériennes de seconde es- 


pèce l’expression 

(" x°-' (i — a;) 4 -' , 

J n (x+Ar 4 ^ < ABEL -> 

, na f œ r sin ax 

492. u ~ J — — — - dx. (Laplace.) 

/* co sinaxrfr 

493. « = f — — • (Laplace.) 

r m dx x 

u— I : n i 

J 0 i -+- x 1 i — a «cos bx-ha 2 ' x 

• (Legendre.) 

__ r 00 xtfx sin bx 

J 0 i -+- x’ i — 2a cos Ax -I- a 3 *’ a< C ,m 

(Legendre. ) 

r v ros bx dx 

u — I — b entier, a <T i. 

J 0 I — 2«COSX-4-« J 

(Euler.) 

"=X % 

1 e c 

o 

J f* 71 sin M xdx 

0 (T=:'^c «Tïjii fl<1 ’ " en,ier - 

(Poisson.) 


494. 

495. 

496. 

497. 

498. 

499. 


rfx. (Laplace.) 
cos a bxdx. 
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500. Démontrer la formule 


ï3i 


<■> n-r^rvr- 

et en déduire la première de ces intégrales quand ni est un 
nombre entier positif. 

(Stuiim, Cours cV Analyse.) 

501. Démontrer la formule 

f'-W 

T n t n 1 2 n t in \*“' 3/1 / 3« N" -1 I" 

1_ i \/t -I- 1 / «+i\ 2 n + i/ 2 « -4- t \3 n -t- i / J 

Cas particulier où n — i. 

(Sturm, Cours cl' Analyse.') 

§ XIII. — Équations linéaires à coefficients constants. 

502. %-ay — x'. 
dx 


503. -I- ay -- c" ,x . Cas où m — a. 

dx 

dy 

504. — — ay — t^empx. 

dx 


505. 

500. 

507. 

5ü8. 




( 1 + X Y 


d'y .dy , 
d'y dy 

— un — -4- m'y : — sin nx, 

dx' dx J 

-1 n'y = cos/nx. Cas où m = n. 
dx' J 
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509. 

d'y - d'y 

Ihï + 5 ~dl' -+-oy= sin mx. 


510. 

d'y 

4? + y=~- 

! 


511. 

d s y 

— ~a'y = x >. 


512. 

d 'y , , d'y 

!û' a -jp + a ' y = c osx. 


513. 

±Z ^'y d'y d'y 

dx' 2 dï +5 ^-'°-ïp- 

nu dy 

+ -j 2 y =£"'*, 

514. 

d 'y , d'y dy 

dx' + dx' ~ Tu + ,5 y=*’- 


§XIV 

. Équations linéaires à coejficents variables . 


522 


dy 
c’ ) — 
' dæ 


515. (.-*«, 2 +J5r = (W . 

( l.T. 


516. {'+ X 'Y~ 4- ny=a[ i -yx') i . 


517. 




a/ 


dx \—x' — 

518. (' ~ x% y~r ~ n J r =*(i — x 2 /. 


519. 

520. 


dx 

,{1 y , r dy 

x ’d 7 '^ x dx-r = x “- 


d 'y 


dy 


-+* 3 x Y- y — — 

*»’ dx J (l~x) 

. d‘r , 


521. (, + ,).ÎLZ + {t+xY ÏZ 

dx‘ ' , i 


dx 1 

+ 3 (l + x) ~ — 8jr = 


aÆ_ 3jJ 

dx 3 


(■ H- x) 3 


^ + 8 r = ?(x) . 


dy 
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523. 

d' y 2 dy 

~n + ~-r- < r 

dx‘ x. dx 

524. 

d'y 2 dy j 

— — H f- -y [ ri- 

dx 1 x dx \ 

525. 

d’y 

x‘ — c'y — o. 

dx 2 

526. 

d'r 

x* — y c'y = o. 

dx' 

527. 

4 d'y 

* 3 dï-‘'r = °- 

528. 

’k d'y 

* d^-^ = °- 




§ XV. — Équations différentielles non linéaires. 

ét Y d. T 1 

529. tir -i — = xr J dx. 

I — x 3 

530. aydy — by'dx — cxdx. 

531. xy' dy -y y’ dx — 

532. ydy — dx= — dx. 

J x 1 x 3 

533. dx — xydy — x’y'dy. 

534. xdx -y ydy — mydx. 

535. y l dy -+- Zy'xdx -t- i.x'dx. — o. 

y 

536. xydy — y'dx = (x -y y)'e x dx. 

537. x* dy — x'ydx -y y 3 dx — xy 2 dy — o. 

538. ® j dx -y -Jy ^ — j dy ax"'[xdy — ydx). 

539. [a -y a,x -y a,y)[xdy — ydx) 

— i b -y b, x H- b, y) dy — (c 4- c, x -+■ c, r) dy, (Jacobi . ) 
_ 

540. - dy+j'dx—x ' dx. 


Digitized by Google 


CALCUL INTÉGRAL. 


dy — y' dx ~~ ?.x 3 de. 

nydx -f- hxdy -4- x m y’ [ry dx e xdy) — o. 

( j — x) ( i -4- x’) 3 dy = « ( i -i -y') 1 dx. 


/ dy\> , , 




//y 

+ (x’j -+- -h x^ 5 ) — x’r* — o. 


(«’-*) + 

\dx J \ dx J dx 

[-Si — (Ê)’-¥rg-S=“- 

- 4 — H£)f 

- r ( ,+ £) ="(-' +) 'ê)- 


«fr 

y-x 2i = r,.r 


dy dy 5 

r = .r .»• -- -i 

^ dx dx‘ 


( 4**- •>)(£) -tojï + r'a'^o. 

'=* fe- (-£)*]■ 

rf, .r , rf>' , , , tir' 

5 ? = 


rf' v r / r/r\ 3 

x 3 = ( y — x — 1 . 

dx 3 Y de) 


dy d 2 y dy 

v* » 


dx dx 3 dx 


x t- + y = °- 
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555 . 

556 . 

557 . 

558 . 

559 . 

560 . 

561 . 

562 . 

S xvi. 

563 . 

564 . 

565 . 

566 . 
567 - 


<Py — dy' 
3 dx' dx' 


QUESTIONS. 

ytl 

3 dx 


a 35 


(rt 1 -f- X 3 ) 


d'r dy dy 

*y~=r — + •* 


dy 2 
dx* 


dx 1 


dx 


dx 2 

d 7 y 

2x dx 2 


( dy 7 \ 2 a 2 

V* dx 7 ) “ 2 * 

dy' dy d'y d'y ( dy ' \ 
1 d~x~dx'~ a dx? {' dx’) 

a ' ^ (a 1 -+- x 1 )’ 4 - a J — = x 3 . 

</x J ' 1 dx 

d’ r dy ' aTt 

(x-4-fl) — - + -y-- 

' ’ dx’ dx dx 

S-^S=«[Ê-(S)T 


— Solutions singulières des équations différen- 
tielles du premier ordre. 

.dy . . 

rfr rfr 3 

+ +X=)^- I. 


X 3 + 2X/ H- («’ — x 

rfy 3 rfy 
— — hr-f + i = «. 
rfx 3 ^ rfx 




dx' 


(■*£)(-'- 4 )’-' - S- 


Digitized by Google 



a 36' 


CALCUL 1HTÉ011AL. 


568. y* ■ — i xy ~ -+- ax -4- by o. 

di ;* dx 


/ dr \ 

( dy \ 




'j -4- X 3 O. 


569. 

570. Les équations 

/’ = w+ i et ^’ + j’=o 
satisfont à l’équation différentielle 
dy 2 dy 

y -r— -4- 7.x — y ~ o ; 

dx 1 dx ' ’ 

ces intégrales sont-elles singulières ou particulières P 

571. L’équation 

y' -4- (x — i) J = o 

est-elle une intégrale singulière de 
dy 3 dy 

dï+ y lTx + x = n - 

§ XVII. — Équations dijjé rentielles simultanées. 

572. — -i- 4 X + 3/ — f , 


dy_ 

dt 


-4- 7.x -(- 5 y " e'. 


dx »- 

o73. _ + 5. 


574. 


dy 
dt 

dx 

~di 

dy 

— + O X + c'z o, 


-4- 3 JT — X e”. 
-4- -4- cz — o, 
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- -+- a" x -hb"y — O. 
dt 

(P.T 

o7a. —tt — ay -y bx + c, 
dt‘ 

^Z — a'y-hb'x-i-c'. 
dt’ 


d’x dx 

dO dt 


dy 

i — — H x = cos 2 t, 
dt 


d’y dy dx - _ 

— — -+- 9. — h — - + 6r + 5.r = sinf. 

dt 2 dt dt 


d’6 drdO 
dt’ + 2 dt dt 
l’r d 6’ 


r 1 - 2 — — 4- m sin fl = o, 

dt’ dt dt 


— m cos 6 = o. 


578. a ‘-£ +■ le — b)yz = o, 


ii — +(« — c) zx — o, 
dt 


c h i b — a ) xy — o. 

dt 

d'x d _ R d'y __ dK d'z __ dR 

° ‘ ' dt 2 dx ' dt 2 dy df dz 

x-, y, z sont des fonctions de t, et R est une fonction de 

r = (x* -y-y* -+- z*y . (Binet.) 

§ XVIII. — Équations aux différentielles partielles 
linéaires et du premier ordre . 


580. 

dz 

dz x ’ 

x — 
dx 

dz 

-* + = 1 
dz z 

581. 

dx 

dz 

dy r + y 

dz 

582. 

r di 

+ x *= z - 


Digitized by Google 



a38 


CALCUL INTÉGRAL. 


383. 

584. 

585. 

586. 

587. 

588. 

589. 

590. 

591. 

592. 

593. 

594. 

595. 


i dz i riz 

x rl.T. y dy 

riz riz 

x — + y x : 


dy 


r* 

xy 

z 


dz , dz 

y 3 .ry* — = axz . 

J dy dx 


dz 


dz 


a — - — c mx cos pr. 

dx dy 

du , du du 

i 7 +c T“ ' r 9'=- 
dx dy dz 

dz . dz 

(r+x) _ + Cr _x) 


, riz dz 

sec x — h a 

tlx dy 


, , dz 

(r _ bz)--(x. 


z cot y. 

1 dy 


bx — ny. 


dz 
d< 
dz 
tlx 

5 + < ,+ ^ rr-*- 


x H y* -r = ~ * 

</.c r// j 

.zr h r — ~ 2 .ry (rt 2 — 2 a 

tlx dy 


du 


du 


du 

dz 


*y 


X Tx^ y Ty 


du . du 

/ + « + « h — l- ( * -f- « H- jr ) — 
dx dy 

du 


im. 


-f- ( u H- X -!- y ) — x H- y -f* z. 

dz 

§ XIX. — Calcul des variations. 

Trouver la fonction qui rend maximum l’expression 


n 


— -+- ay- 


(j 1 ■ 


dx. 
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597. Par doux points donnés A et H faire passer une 
courbe plane telle, que la surface comprise entre l’are AB, 
les rayons de courbure extrêmes, et l’are de développée cor- 
respondant, ait une valeur minimum. 

598. Trouver la courbe qui rend maximum ou mini- 
mum l’expression 


r 


p" 


p désignant le rayon de courbure et ifs l’élément de l’arc. 

599. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum 
l’expression * 


n 

J C r i - ! <h ■ 


(le. 


G00. Trouver la couibe qui rend maximum ou mini- 
mum l’expression 


f 


• x,) n ds. 


COI. Plus courte distance de deux points sur la surface 
d’un cylindre quelconque. Cas du cylindre droit. 

602. Parmi toutes les courbes planes passant par deux 
points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur 
plan, et engendrant une aire de révolution donnée, trouver 
celle qui donne lieu au volume de révolution maximum. 

603. Par deux points donnés A et B on abaisse sur une 
droite OX deux perpendiculaires AC, BD; déterminer un 
arc de courbe AMB, de longueur donnée, de manière que 
l’aire constante AM BDC tournant autour de OX engendre 
un volume maximum ou minimum. 


604. Faire passer par deux points donnés une courbe 
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a4° 

telle, que le produit de l’arc par l’aire comprise entre cet 
arc, l'axe des jc et les ordonnées extrêmes, soit un mini- 
mum. 

005. Trouver la courbe qui, passant par deux points 
donnés, rend maximum ou minimum l'expression 

r> 

I 

J*. 

s désignant la longueur de l’arc. 

606. Parmi toutes les courbes de même longueur, trou- 
ver celle qui, passant par deux points donnés, rend mini- 
mum l’expression 

y . xds 

* 

/» x t 

I «p ds 

J*. 

cp étant une fonction connue de l’arc s. 

607. « désignant une fonction des quantités/,,^, 

— r-j ■ • > —■> homogène du degré p par rapport aux 

, . , . r*< 

dérivées, si I uiix est un maximum ou un minimum, on 

Jx, 

a toujours 

u — const. 

pour les valeurs de p autres que l’unité. 
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FORMULES FONDAMENTALES 

(") 

r 

J x“dx — — l-C, excepte pour j 

(*) 

/Vr , 

/ — = log x -t- C. 

(«) 

J' cos x<ix — sin x -I- C. 

(rf) 

J sin xdr = — cos x -4- C. 

(«) 

f dx 

I = tangx -t- C. 

J cos’x 

CO 

/* dx . x 

1 — — arc sin — h C. 

J («’-x’)’ 

(?) 

/* — rfx X 

1 = arc cos — l-C. 

«/ (a 2 — a:’) 1 

(A) 

r dx 1 X 

I = - arc tang — l-C. 

J a’ + x' a b a 


f* dx 1 , x 

1 — arc sec - 4- C* 

V/ 

I ' a a 

J x (x 1 — a’)’ 

(*) 

/ a'dx — -l-C. 

J *»g« 


16 
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A ces formules on peut ajouter les suivantes, qui sont 
d’un fréquent usage: 



Nous désignerons ordinairement par S l’intégrale cher- 
chée, abstraction faite de la constante. 


§ I. — Intégration par substitution. 
324. S=- Ç d(X ' ] , ~ - are sin — 

2 J 2 


I X 1 

323. S = arc tang — • 


326. S = 


327. S 


/ d.lx 1 — u 2 )’ . (a? — a 2 \ : 

T = «rcsm jï — - 

[A 2 _ a 2 — (x 1 — a 2 )] 2 V 


d.r 


( h s 

i 2 4ac — b' 

I x H 

■4- — — : 

\ 2 C j 

) 4 f 


Si l’on a 4«c — &’>o, on intègre au moyen de (//); si 
4 ne — b* o, au moyen de ( l ) -, si enfin 4 ac — b 1 = o, 
on tombe dans le cas de la formule (a). Ce dernier résultat 
se tire aussi des deux autres par la théorie des expressions 

qui se présentent sous la forme -• 
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328. S = c 


'h 


dx 


quand on prend le signe H-, et 
S = c“ 


' f 

I + 

J L 4 e ’ 


dx 


6 ! 


(-=)T 


quand on prend le signe — . La première expression s’in- 
tégre au moyen de (m), la deuxième au moyen de (f). 

dx a [*[ 2 . x-{-p)dx 


329. 


H‘- -?)/* 


f r(2i 

2 J *•- 


- px -+- q a J X* -f- px -4- q 

Cette expression s’intégre au moyen du n° 327 et de la for- 
mule (&). 

Comme application, on trouve 




• x cos 0 ) dx . . x — cos 9 

— sm fl arc tang 


2 arcosfl-+-ar ! 


sin 0 

_* 

cos 9 log ( 1 — ix cos 0 - 1 - x 1 ) * . 


La décomposition de cette intégrale en deux autres s’obr 
tient rapidement, si l’on observe qu’on a 

t = sin’fl ■+■ cos’fl. 

330. Si l’on multiplie haut et bas sous le signe par 
(1 -f-x)’, il vient 

(1 -t- x) dx 


/ (1 -t- x) dx 

J (l-*)* 


arc sin x — (1 — jr- ) * . 


Remarque. — Il est souvent utile d’opérer comme dans 
cet exemple. 

16. 
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331. S = (.r l — «*)• — a arc scc -• Formule (/). 

a 

332. S = (x’-h à‘Y -+- a log j < Formule («). 

(*‘-4-«»)*-4-a 

qqo c . X *+(*’ û ’) 2 

333. S = arc sec - 4 - log L. Formule ( m ). 

a a ' 7 

334. S - [(• c + fl )'~ (x-+-è)’]. Rem. du n” 330. 

Si a = b, cette formule donne encore l’intégrale deman- 
dée, comme on le voit par la théorie des fonctions qui 

prennent la forme — • 


335. S = 

336. S = 

337. S = 


/ x~'dx x 

(ax-’-i-é) 5 a(a + 6x > ) î 

/ x-'dx _ _ (i_x’)’ 
(x-=- ,p 


a (a bx") n 



X 1 = Z. 

3 


La première intégrale se réduisant à — 


• ! r dx 
t I i ’ 
J («’—**)* 
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en résulte 


*45 


ci . x x , Ç- 

S — arc sin fa' — x 7 ) . 

2 a 2 ' 


339. S 


/ i a 7 dx f 7 x 7 dx 

(a 7 — x 7 ) 7 J {a 1 — x 1 ) 1 
= — arc sin — -+- - (a- — x 5 )’ (n" 338). 

2 < 19 . ' V 

/ x~ 7 dx /* d.x~ { 

(ax~ 7 +bx~ ’-t-c) 1 J [ax~ , - J t-bx~' -\-cÿ 


340. S : 


Cette expression s’intégre comme celle du n° 328. 
341. S= ^ 



4 b \ 7 4 ac — b 7 ^ 7 

c J *-l- 7 i + 


2 C 

2 ( 2 c .r -+- b ) 


) J 4 flc — ~ 
+ 4c 


342. S = 


(4«c — -t- bx -t- ex 

x~ 7 dx 


4c 

(n" 337). 


i/ (W- 


t- '+ c) 3 
2 ( 2 a -|- é.r ) 


343 


(4ac — b 7 ) (a -+- bx -+■ ex 7 ) 7 
S — f dxe*\ — — 1. 


( n" 337). 


Sous cette forme, on voit que le second terme de la pa- 
renthèse est la dérivée du premier; et comme la dérivée 
dee x est e x , on en conclut que l’expression sous le signe est 


la dérivée du produit e* 
344. S 


-f- X 

/ c~*dx , 

= lo ' 


t -t- e* 
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345. 

346. 



tang x — x. 
dx — — 2 cot 2X. 



En posant tang - = z, on trouve 




(a'-b'f 


b A- a cosx 

arc cos — , 

a a- b cos x 


pour a^> 4; 


et 

(b a- a)' (b — a) 1 tang - 

S — , log , 1 i pour a < b. 

( b 5 — a ’) 1 (bA-ft ) 1 — ( b — «)’tang^ 


Pour a = b, ces résultats prennent la forme -• En leur 

appliquant la règle connue, on retrouve l’intégrale du nu- 
méro précédent. 

349. S = («4) * arc tang 


(;) < n ° 


348). 
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*47 


J5Ü. S — — arc tang j ; — 

V ^ 

Ce résultat peut se déduire du précédent. 

„ i Tsin x(i -t- rt’cos 5 ^ — i) 

o51 . b — — I dx 

à 1 J H-a 2 cos 3 x 


C °^ — h — arc tane (a cos x ) . 

ni n* ° ' 


352. S 


=/.- 


a‘ a‘ 
cos x dx 


cos ï + 4 sin x 


Retranchant et ajoutant à la quantité sous le 

signe, il vient 

S = t f ax ■+■ b locfa cosx +• b sinxV| . 

a’ + 4’ 1 v n 

sin x dx 


353. S 


fr- 


{b — a) cos’ x j : 


arc cos 


[b-aŸ 


T ~) cosx _ • 


354. Au moyen des formules qui permettent de transfor- 
mer en une somme un produit de sinus et de cosinus, on 
trouve 

i / sin 6-r sin 4* sin 2 x 


S = 7 


4 \ <> 


6 + 4 


')• 


§ II. — Intégration par parties. 
„„„ „ x arc sin x , ’ 

35o. S = ; — t- lo{5(» — r’) . 


356. S = x — (i — x^Y arc sinx. 

t 

357. S — (x -4- n ) arc sin | — — J — (“-r)’ ■ 
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358. S = - J 

2 


-+- — arc sin — n ( 4 û * — x* ) 1 ■ 

2 2a 8 ' ' 

359. S =: x arc tangx — log (i -t- x’) ! . 

360. S = ^x — — arc tang x'j arc tangx — log ( i -+- x ! )’. 

361. En intégrant deux fois par parties, on trouve 

«■‘"“"'•(u + x) 


(l + fl')(l+f 


( ax — i 


362. S = {• 

(l -4- a 1 ) (i -(- x‘) 1 

§ III. — Intégration par les fractions rationnelles. 

363. 

3 b (x — t)(x-f- 2 ) J 

3li4 . s = ; fMi*-*.) 

(a, — a,) (a, — a,). . .(a, — a„) 

H a^'loglx — a,) + 

(«, — a,) (a, — a 3 ). . . (a, — a„) 

aHog (x — a„) . 

("« — a. ) («» — o 2 ) • • • (a„ — a„_, ) 


365. S = log 


x' (x-+- l) 

(xh- a) 1 


366. S = — h log (x -i- i ). 
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307. Si l’on a généralement 

/(«)_ /(«) 

F(x) y (x) (x — «)” 

A A, 


( x — a )" (a: — a )" — 1 


A,— + 'HfJ 

x — a ij> (x) 


Jet F désignant des fonctions qui n’ont pas de facteurs com- 
muns et <?(x) n’étant pas divisible par x — a, il est aisé de 

. 

démontrer que A„ est égal à ce que devient — - 

^ p ° ^ 1 . 1 ... p dxr 

quand on y remplace x par a. En s’appuyant sur cette 

remarque, on trouve 


x*(i — x)" x‘ 


1 1 r 1 

x" (i — x)" I x* - 1 


n in il 


(i — x )"- 1 

F— + — i — l +... 

[x'— (i — xy-’J 


/?(«-l-l)...(n-Hn — a ) / 1 i \ 

1 . 2 ... (n — ij \x i — x/’ 


par suite 


F 1 —1 

n 

1 1 

L(l— x)"-' x— 

n — 7. 

( 1 — x)"~ J x"-- 


»(«-+- i)(/H- a). ..(n-l-n — 2 ) 


368. S ~ ^ log - — 
0 x -+- 


.2.3. . . (n — 1 ) 

1 1 ' x 

- -t- -s- arc tang — 
1 o , 


log- 


369. S arctangx — 

370. S ^ -L log r + 3 Ü* ±Jf) a _ ' 

<>o & x~° 3x 

i3 2X — 1 

j arc tang ; 

45.11’ ii’ 
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a5o 

371. 

372. ! 

373. f 

374. S 

375. f 

376. S 
§ IV. - 

377. S 

378. S 

370. S 

380. S 

381. 8 


S = 


S = 


x -+- l I , l . x -f- I 

> - ■ ■■■ . ■. H — arc tang x -+- log 

4(x 3 +l) 2 b 4 


5x — 7 


3 (X 3 X ■+- 1 ) X 


(** + •)■ 

25 a x — i 

— j • arctang ; — 


— log ( x 1 — x + i ) 3 ■ 
x — i 


, I , I -f- 2 3 X ■+■ X 2 I ■y,' 1 X 

5 = — log j h —j arc lang 


I — 2 ' X -I- X‘ 


, I , I -I- X l 

> = ^ log - -4- — arc tang x. 

, I . I -+- X I 

* = -r log arc tang x. 

4 i — x 2 


i , ] -4-x / i 

z' 0 *—x\7 


■ X -+- x J \ 3 I 1 

+— T arc ,an S JLi. 

2 3' I — X 2 


Expressions quon intègre eu les rendant 
rationnelles. 


1 = 2 (x — l) 


in*— o* 3, , i 


7 

! I 


a 1 log 


( a -I- bx ) 3 — a 3 
i j 
( a -4- bx ) 3 -+- a ‘ 

’bx — a )\ 3 


1 bx — a)\ -i [ a\' 

= 2 a arc tang ^ j — 2 a aiccosl^-) • 


> = (*- »)* 


-! 3x -4- a 


- arc co* - 


4* 3 4 

, . ,!n«+*) 3 2«(<i + a) a s 

I =: 2 (rt -4- xV — 1 ! -J 

I. 7 5 3 
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382. 

383. 

384. 

383. 

386. 

387. S 

388. S 

389. S 

390. S 

391. S 

392. S 

393. S 


2 2 a -h bx 
(a ■+- 6x) 2 

J 

2 (a 2 -l-è 2 ) 2 / a -+- bx a \ 




2 3 (a ■+■ bx) 7 -f- 6a (a -f- bx ) — a 2 

3 ï» I 

(a-+-6x) 2 

3 ( a -+- x ) 2 / 4 x — 3 <7 N 


f 


(4^) 


1 = 3 (a -+- x) 3 


-rfa-f-x) 3 3a(a-)-x^ 2 


1 1 

3 o 2 (a ■+- xl 


8 




/ , f ^ 5x 3 5.3 .x\ 

(,+ ' ) U -64 + iT4^) 

x(x 2 — 3) 3 

, arc su) x. 

2 




2 (l —X 2 )’ 
a -4- 2 éx 2 

I 

a 2 x (a + èx 2 ) 2 
X (2X 2 -f- 3) 

3 (i x 2 ) 2 
x 3 

3 * 

3a (a -+- £x 2 ) 2 


?] 


3 — 2 X + 1 2 2 X* 

- — I lo g-i— — 7 — j h 2 arc tang 

2 2 \ X* 2 J x' 2 -t- I 1 — 3 

: 2 arc tang(i H- x) 1 . 
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394. S=2“ 3 


arc tang 


(>-*’)* 

JL ± 

395. S = 2 * log (* + **)* +? -'- g . 

(«-*•)* 

J. t_ 

396. S =- 1 i og h ( a + bx V •+• x [ b/ ‘ 2 — ahk ) 2 

( bh 2 — ahk ) 3 (A -+- /-.r 1 ) 1 

pour ai — bh<i o; 

S= - 


l . ! ak — bh \ 2 

arc sinx ' 


(ahk — bh 3 ) 1 
pour ak — bh > o; 


ah -+- akx 2 j ’ 


h (a -+- bx 3 ) 3 


-j * pour ak — bh — o. 


397. S = ~ log j. a t bx " V 


398. En posant 


il vient 


(b**) 3 


a 2 x“= b 1 séc a. 



S = — j arc scr 

nb 2 \ b 

399. S — arc tang L jlr 3j — _ . 

2(l — X 3 ) 2 

I 

400. S = log 3 + J ~ 2 (' ~' x — , 

I -f- X 

401. Cette expression est rendue rationnelle eu posant 

x H- (i -4-x 1 ) 1 - z".- 
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On tire en elïet de là 


s” — i n (z™ -+- i ) dz 

x = , rlx = , 

2 Z" 2 Z' H_I 

JL *’« 


(i -4- X 3 ) 


-î Z" -+- I 


2. Z" 


On trouve, comme application, 



S = 2 2 log 


•}? x ; 


(i -4- x 4 ) 3 -4- 2 3 . 


403. Posons 


(i -4- a 4 ) 2 

\2 


i, (i + ar‘) 1 -4-2 , x i . 2 * x 

S = — log — — — ; 1 arc sin 

î b 1 — x? 4 I -4- x' 

2 2 2 3 


404. En faisant la même hypothèse que dans le numéro 
précédent, on trouve 


S “ 2 2 log- 


405. z = 


-4- .7 r 4 ) 2 -4- 2 2 x 


— 2 arc sin - 


I -4- X 1 


[(, i _**]’> 

X 

S = arc tang , 


[(* +*•)*-**]* 
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406. Z : - 


[(l +x“) J — x’] f 

.T. 

S = arc tang 


407. Si ou pose 


il en résulte 


[(, -+-.*«)» >_ jj] »' 


( 2 .r“ — i) 1 


'-fi 


z 1m-1dz 


Comme application on trouve 

J, ‘ 


I, (ix 1 — I )* -t- X 
_ i= log T 

(l—x’)(2x J — l)' ^ (2X 1 — l) 4 +x 


! (2X 1 — I ) * ' 

arc tang 


408. Posant 


il vient 


( 2 X" — I )* 




dz 


La plupart des exercices de ce paragraphe sont empruntés 
à Euler. 

§ V. — Intégration par réductions successives. 

i x 2 « — 3 i Ç dx 

’ 2 [n — i ) « , (rt , -t-x , )“ — ' 1 " + " 2 [n — i) a 2 J 


Digitized by Google 



SOLUTIONS . 


Si n est positif et entier, l’intégrale est ramenée à J' — 
Pour n = 4, on trouve 


aou 

tlx 


-t-* 1 


s=i 5 


4-; 


5.3 


6fl’(a’- l-x 1 ) 3 6-4 fl* (fl' 4- x’)’ 6 . 4.2 o‘(«' + .c’J 

5.3 1 


- 7 --, -, r arc lang - • 

04 . 20 ' a 


410. S ==- 


2 [p — 1) (fl , 4 -* , jr - ‘ ?.(p 


n — 1 j" x” - ’ dx 

»(p— 0 J («•-+- *y-' 


n et p étant positifs et entiers, l’intégrale se réduit à l’une 
des trois formes 

r dx r xtix r 
J (a 7 + x’)*’ J ( a’ -+- X 1 ) 1 ’ J (lx ’ 

où À' désigne un nombre entier positif. 

Pour n = 4> P — 2 , 011 trouve 


S = — 


411. S 


Pour n = 5, 


2 (a 1 -+- x’J 2 
(«*- 


|(— «Ct«gî). 


fl ’ — x 5 )' 1 no’ / , 

— H / «’ — x’ 

fl - 4-1 ff+lj 1 


— 1 
7 


tlx. 


x(a’ — x’)’ 5 , 4 5.3 A 

S — — — ^ -+- ;r— 7 a'x[a'~- x’j’ -+- — — n* x (fl’ — x’) J 

o 6.4 (>.4.2 

5.3 x 

-I- 7; — ; — a 6 arc sin - • 

0.4.2 fl 


412. S: 


I (x’ — 1 ) ’ ^ fl — 2 / rfx 

« — 1 x" —l « — 1 r 1 ' 

J x*->(x>— 1)* 
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a56 


Si n est impair, l’intégrale se ramène à 

/ dx 

— arc sec x; 

x (x 2 — 1 y 


si n est pair, a 


/; 


dx 




x’ (x 2 I ) 2 


414. S = 


Pour n — 3, 


rt — I 

x u ~' 

« I 

6 , 



1 (1 4- x’)’ 

4- 4 ( 

1 4- x 2 ) J 

5 x’ 

5.3 

X» 

2 x" ( a 4- ix 1 ’ 

m a 

( 204-1 

)* 

2 0 4- 1 b 


5.3 


a /* x*— '• dx 

' ^ J («H - bxY 


S — 2 


/ X 3 6 I 7 X 2 6.4 a 2 X 6 . 4-2 <J 5 \ , , î 

\7Ï "F + pn + ^75*73 T') ( n -^ bx ) • 


Pour n — 4, b = 1 , 


S = a(a -4- x) 


415. S: 




x 4 8 


8.6 


ai 2 4- = , 

L » I 9 9-7 9-7- 5 


8.6.4 , 8.6.4 

F~â a x H 

9 . 7 . 5. 3 9 . 7 . 5. 3 


] 


1 (a-f-èx) J è 20 — 3 r dx 


(o — 1 )a x" - ' 


Pour n = 3, 


S = f -7—— :Va ■+• bx) 1 -f- log 

\4n’x 2 ox 2 /' 8a’ i 6 


^ 20-3 r 

?.a o — 1 x*~' ' ’ 


3 b 1 1 (a -t- èx) 1 — a’ 


(a -t- èx) 1 4 - a ! 
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416. S = 


3x"(/i -+- Ax) J 3/i a r x*~' dx 
(3/i -+-2)6 3n + 24 / , - 


Pour h = 2, 


417. S = 


-+- Ax)‘ Ha •+- Ax ) 1 a à 1 I 

T— L [ ! — 8- i -5“<” + ‘ I > + 7j' 

x 1 * - 1 (« -(- Ax + cx 1 )’ « — î /i /• x" — *rfx 


i -+ Ax -+<rx’ | 1 


2 /i — i A C x"~ ' dx 


-+ Ax +- ex* ) ’ 


Pour n = 3, a — i , /> = <•■== — i , 


S = _( i -x- £!i: 

24 


(Sx 1 — îox + 3i) — ^ arc sin 1 . 

Ib 5’ 


a s -Asinx_ 

(// — !)(/*’ — A’) (a -+- A cosx)"~' 

(2 n — 3 ) a Ç dx 

(n — 1 ) [a' — A’) J [a +- A cosx)*-' 
n — 2 r dx 

(n — i)(«* — A 1 ) J (a -+ A cosxj" -1 

En faisant n — a, la dernière intégrale disparaît, et il vient 


: -+- A cosx) 1 («’ — A’) 

^ — A sinx 2 a 

jo •+■ A cosx 

( («’ ~ **) 


i arcUns .(^) tang ï]r 


S pourra donc s’obtenir au moyen de cette dernière formule 
et de celle du n” 348. 
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a58 


On déduirait facilement de là 
s xdr. 


. , r cos 
a' — è’) / T ï 


b cosx)’ 


n sinx 2 b 1 ta — b \ * x| 

\ 

^ VI. — Intégration des fonctions de plusieurs variables. 

Le type des différentielles à deux variables est 
X'tx -4- Ytly. 

419. Le caractère d’iutégrabililé 

dX_ r/Y 
dr ~ dx 

étant satisfait, on trouve, en intégrant d’abord par rapport 
à j, 

ni=tj’-4- J' d.r [a -f- ( 1 4- x 1 )’] == by * + ax -t- log C [.r+(i -Kr 1 ) 1 ]. 

420. Intégrant d’abord par rapport à y et observant que 
X n’a pas de termes renfermant jy seul, on trouve 


La remarque dont nous profitons ici a de l’importance; 
elle abrège souvent les calculs. 

[x» + j>)ï]. 


421. 

Il r= log C [ t 


X* 

422. 

H — -y -+• à 

4 

423. 

3 x’r* 

U — 
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a5g 


424. u = a (x 1 4- j 5 )' -t- arc tang — l~ by* 4- C. 

y 

425. u = log(v — x) — — - i-C. 

y — x 

426. « = x sinj' + y sinx 4- C. 

427 . Les conditions d’inlégrabilité de l’expression 

Xrfx 4ïrf/4 Z dz 
étant satisfaites, la règle donne 

xy „ 

II — - — - 4- C. 


428. u = (x' 4- y' 4- z 1 ) 1 4- arc tang 1 — 4- C. 

429. u = xy 4- y z 4- zx 4- C. 
ax — by 


430. u = 


C. 


§ VII. — Quadrature des courbes planes. 
On désignera généralement par A l’aire considérée. 
431 . Il faut calculer 

-[(«'-y'Ÿdy. (N° 339.) 


Si l’on prend a et o pour limites, cette expression se réduit 
t a 7 

à -j-* Telle est donc la portion de surface comprise entre 
la courbe et les parties positivés des axes. 

432. L’équation de la courbe étant 
. r’(ï« — x) = x‘, 

on trouve, en intégrant par parties, 

A = — ax(aax — x’)’ 4- 3 j'iza.t — x 1 )’ dx. 

« 7 - 
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La portion de plan comprise entre l’asymptote et la courbe 
est égale à trois fois l’aire du cercle de rayon a. 


433. A 




434. L’équation de la courbe étant = i, 

on est conduit à une différentielle binôme. Le calcul donne 

3jraê „ . , 

—g— pour 1 aire totale. 

On arrive plus rapidement à ce résultat au moyen du 
théorème suivant, dû à M. Lejeune-Dirichlct. Soit 

y=f dx j d y J dz. . .X?-' J>^-' Z'-' 

Les limites étant données par la condition qu’on ail toujours 

et les quantités a, b, c,,.., a, 6, y,..., />, q, étant 

positives, la fonction V aura pour valeur 

**? r (;) r (;) r (O" • 

ppr (abc \ 

ru 1 1 (-...) 

\ P <J r / 

Or, l’aire cbercbée A a pour expression 4 j j* dxdy, les 

limites des intégrales étant assujetties à la condition 


on a donc 


A ,.,<!<) F 

4 4 r(4) 
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D’ailleurs, 

r «>= , -*- s > r (;)= r (" l ';) = ; r 5’ 

puisqu’on a généralement 

r(«) = 1.2.3. . .(tj — 1) et r (/I -+- 1)= /?r(/i); 

et comme T = ît 3 , on retombe sur la formule déjà ob- 
tenue. Le théorème de M. Lejeune-Dirichlet se trouve dans 
le tome IV du Journal de M. Liouville. 

435. En employant les coordonnées polaires, il vient 


A = -j à 1 sin 2 6 -+- C- 

4 


L’aire totale est égale à a*. 

H 9 


436 . A 
On tire de là 
tang 6 


-if. 


i . 1 4- tang 0 

. = T log — 

cos 2 B 4 1 — tangô 


, r» = e / 'A + ( .-4A > 


' e 2 A g 3 A 


La courbe est une hyperbole équilalère ayant pour équa- 
tion, en coordonnées rectangulaires, 

•r 3 — y = 1 . 

Si l’on exprime aussi les coordonnées x et y en fonction 
de A, on trouve. 




-* y 


e i A — a A 


La grande analogie de ces résultats avec les formules 
connues. 

p aA i _j_ e — J Ai _ c ‘i\i C —1 Ai 

cos 2 A = —j sin 2 A = : , 
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a fait donner à l'abscisse le nom de cosinus hyperbolique 
do 2 A, et à l’ordonnée celui de sinus hyperbolique de la 
même grandeur, ce qui conduit à écrire généralement sous 
forme abrégée 

(H) = cos ha, = sinha. 

2 2 

On aura de même 



Si l'on rapproche de l’hyperbole considérée le cercle qui a 
pour équation 

*>+7’= 1, 

en appelant A, le secteur circulaire correspondant au 
même angle 9 que le secteur hyperbolique A, on trouve 
que l’abscisse et l’ordonnée du point déterminé sur le cercle 
par cet angle 9 ont respectivement pour valeurs cos 2 A, et 
sin 2 A, , ce qui rend plus complète encore l’analogie qu’on 
vient de signaler. 

Les fonctions hyperboliques (H) jouent un rôle impor- 
tant dans plusieurs questions de calcul, notamment dans 
le Calcul intégral et la Mécanique. Lambert s’en est beau- 
coup occupé et en a le premier donné une petite Table 
(1770) ; le travail le plus récent et le plus étendu sur cette 
matière est dû à Gudermann ( Journal de Crelle, t. VI 
eisuiv.). Les meilleures Tables de ces fonctions ont été 
publiées, en 1 863 , par M. Gronau (Dantzig). 

437. [Fig- 24 .) Pour avoir l’aire enfermée dans la ligne 
ODCAHG, on intègre depuis 9 = o jusqu’à la première 
valeur de 9 qui annule le rayon vecteur, et on double le 
résultat. Soit a cette valeur fournie par l'équation de la 
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courbe, on trouve 

aire ODCAHG [(«’-(- ai 1 ) * +- 3fc (n 5 — 6’)*] • 
Ou a aussi 

aire OEBF = [ («’ + 2 *’) [v — a) — 5 b (a’ — A>) ’] • 


Roberval, qui a calculé le premier l’aire de cfette courbe, 
lui a donné le nom de limaçon de Pascal. C’est une con- 
choïde du cercle, c’est-à-dire qu’elle se construit comme 
la conclioïde en substituant un cercle à la droile fixe qui 
sert à décrire cette courbe, à condition de prendre l’origine 
des ravons vecteurs sur un point de la circonférence. Le 
limaçon de Pascal est aussi une épicycloïde. Cette courbe 
est en même temps un cas particulier des ovales de Des- 
cartes ou courbes aplanétiques (Chasles, Histoire de la 
Géométrie , note ai.) 


438. Ar= ^ tang fi -4- %ab log tang -+- b* 9 -t-C. 


439. F.n faisant usage des coordonnées «lu n" 268, on 
trouve facilement 

1 

r 7 d 9 = \jd.i = p (dr*-+- r 7 dQ 7 ) 1 9 


et, par suite, 



1 


J 


' jtr dr 


Appli«]uaut cette formule à l’épicycloïde, dent l’équation 
prend la forme 

t ( a + lb)'[r : — a-) c*(r l — a J ) 

P {a + nby — n’ c’ — a' ’ 
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On déduit de là que l’aire engendrée par le rayon vecteur 
pendant une réyoluliou entière du cercle mobile a pour 
expression 


c(c 2 — a 2 ) it ab 

- ( Q 

4 a a 


-h 3ab ■+■ 2 b') , 


çn remplaçant c par sa valeur a -f- •zb. 

Cette expression renferme, outre l’aire comprise entre 
le cercle fixe et l’épicycloïde, un secteur du cercle fixe dont 
l’arc a pour longueur la circonférence mobile. Ce secteur 
ayant pour valeur uab. la surface restante est égale à 

( 3 a -4- 7. b ). 

a 

HO. En coordonnées polaires la courbe a pour équation 


a’sm 6 cos 6 

r 2 = — • : 

sm‘ 0 -+- cos’ 6 

par suile. 


a 2 r 6 sin 6 cos 9rf9 a 1 /'* 9 tangO </(tang&) 

2 J 0 sin’ 0 + (ios‘ 6 a J 0 i ■+- tang 1 6 


= arc tang ( tang’ 0). 


L’aire contenue dans la portion formée de la courbe est 


donc égale à 


7r a 2 

~tT‘ 
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4M. Par un changement d’axes de coordonnées, l’équa- 
tion prend la forme 



On a, par conséquent 

S = — — (4a — 3 *’ ) 3 + C. 

On déduit de là que Taire de la courbe renfermée dans 

la boucle est égale à -g-? et il en est de même pour la surface 

comprise entre la courbe et son asymptote. 

Cette courbe, que Roberval appelai l feuille de jasmin, 
a été signalée par Descartes dans une de ses lettres comme 
échappant à la méthode des tangentes donnée par Fermât. 
C’est Huyghens qui en a le premier trouvé la quadrature. 

§ Vffl. — Rectification des courbes. 

On désignera généralement l’arc cherché par S. 
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442. La longueur totale de la courbe est égale à 6 a. 

443. Le rapport de l’arc à l’aire correspondante est égal 


. i 

a - • 
a 


444. S = a log'-> l’arc étant supposé nul pour y = a. 

445. S = î r-i-flluifVrfx + C. 

2 jn — x\ ti —x / 

Soit fait 

4« 

a • 

il vient 


3-r 


: Z\ 


S = fl ( * -4- l log -, - ) + C, 


et enfin, en supposant que l’arc soit nul pour x = o, 

S = <i T ( 4"-3- V + 3 ; lo „ [3(— 3*)H . 
L W ‘ æ} 2 [3(«-x)] ; + (4«-3x)iJ 

44G. Q uand une courbe est la développée d’une courbe 
connue, il suffit, pour la rectifier, de prendre la différence 
des rayons de courbure de la développante qui correspon- 
dent aux extrémités de l’arc dont on veut trouver la lon- 
gueur. Ainsi, en observant que dans i’ellipse le rayon de 

i , (0 « 

courbure est — à l’extrémité du grand axe et -r à celle du 

a u 


petit, on a 


b’ « J — b’ 
a 


b a ab 

pour le quart de la longueur de la développée. 

447. F.n faisant usage des notations du n" 439, on trouve 
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généralement 


ris — ■ 


n/r 


{r'-p'Ÿ 

par suite, si la courbe est une épicycloïde, 


S: 




— fl 1 ) 5 {* rdr { r’ — tl , ) , 

" J (*• - r>y 


■- r’) 7 + C. 


Pour une révolution du cercle mobile 

S = 8 — (a 4- b) ; 
a 

et dans le cas de l’hypocycloïde 

S = 8 -ta- b), 
a 

448. En employant des coordonnées polaires, on a 
x = r cosSsin?, y — r sin 0 sin y, z = rcosf, 
d’où l’on déduit pour les équations de la courbe 
sin f [e n0 -he-' ,0 )= 2 , 


On tire des mêmes formules, en observant (pic r est con- 
stant, 

fis 1 = « 5 (sin 1 ytlQ'- 1- rl y’). 

La première équation de la courbe nous donne 

rtt/Q — db 

sin f 

d’où 


rf, = a(,+ . 
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/ - J- ± 

(l + n 1 ) 1 , a (i -+- n , ) , 

(la — te 


La loxodromie est la courbe qu’un vaisseau décrit sur la 
mer en coupant tous les méridiens sous le même angle. 
Maupertuis en a étudié les propriétés ( Mémoire sur la 
parallaxe de la Lune et Mémoires de V Académie des 
Sciences pour 1744 ). 

449. Les tangentes en m , et m t étant parallèles entre 
elles, on a 

dji dy, _ (Ha, y, -t- a, y,) _ dy 

du-, dx, d (a,.r, -+- a, y,) dx 

la tangente en m leur est donc aussi parallèle; par consé- 
quent 

dx dx , dx, ^ d[a,x,-+ n,x,) 

ds ds 1 ds, d[a,s, a,s,) 

d’où 


s — a, s, -+- a,s„ 


en faisant commencer tous les arcs au point O. 

450. Eu diderentiant l’équation donnée, on trouve 


, , a • — 6a'r 4 -t- r’ 

dr , = aa’ dr. 

(a* -t- r*y y a' -t- r‘ 


D'ailleurs, 


, , — lôo'r'fa 1 — r 1 )’ 

" ~ r >—“ (a* -+- r*)' 5 


d’où résulte 
dr, 


a' — 6n'r* -t- r’ 


dr 


\ja 1 — r\ -h r *)‘ — — r')' \ja * — r* 
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or, on a 

(a* — 6a‘r‘ -+■ r' f — (a‘ 4- r*)* — ifia'r* (a‘ — r*) ! i 
par conséquent, 



* c. q. r. n. 

Ce résultat est dû à Fagnano. 

451. En désignant par s la moitié de la longueur de la 
première courbe, par j, un arc quelconque de l’hyperbole, 
on trouve 


l l' a dr f' r r'dr 

'"’i ”~1 e— ■)*' 

Il faut démontrer qu’on a 

i 3 lim. (r, — r), 

quand on suppose que r croit indéfiniment. Pour rappro- 
cher les formes des intégrales qu’il s’agit de comparer, fai- 
sons dans la première r = az 1 ', et dans la seconde a = rz 5 
il vient 

.= 3 . r •■= r—~' 

J, (■-«•F 1 

— [f^l 

/ z'dz I <li Ç (1 - dz 

J *'(1-^ J 


et 


Or, 
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et comme on trouve, en intégrant par parties, 

/ (l — z* )'dz __ __ (i — Z')' _ Ç z'dz 

J O -*') 1 


il en résulte 


/ ( Iz _^(i — z')’ (* z'dz -, 

(, — *.)T * J $ (,-_*•)* 

[ I (i — a 4 )’ f* z'dz ~l 


et, par suite, 
s, — r: 


On conclut de là 

lim ($, — 


. /•» z'dz 

r)=a I r 

I <*— ’>* 


S 

3* 


M. Faure [Nouvelles Annales de Mathématiques , 
i853) a généralisé la question précédente en remplaçant 
l'hyperbole par la courbe qui a pour équation 


r™ cos/71 S = a m . 


§ IX. — Cubature. 

Ou désignera généralement par V le volume cherché. 
452. Le volume étant supposé nul pour x = o, on a 


V = ira 


(^•-+- aI ) ( e “ a ) ~na , x(e a — e “)— air a J 


— 2 jra>( r ’— a') 1 log -L t JZ 2-L + ?.na'[x — a). 
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4-53. En prenant l’asymptote pour axe des x, la cissoïde 
a pour équation 

**X = {ia — y)>-, 

il en résulte 


V = o jy'd * = — ° J' rfj [3 j’(2o — -t-7’(aa— j-) 3 ] 

nia ^ 

= 0 I dy ( a ■+■ y ) ( 2 ay — y *) 1 — 2a , n > . 


454. L’équation de la conchoïde étant 
ry=:{a+y)(b'-y')\ 

le volume engendré par la révolution de cette courbe autour 
de Taxe des ara pour expression 

V =: uab 1 arc sin ^ -t- ^ (t 5 — y')' [y' + o.b'). 


En faisant y — o et doublant le résultat, on trouve pour 
le volume total 



455. Lorsque l’équation d’une courbe est donnée en 
coordonnées polaires, l’élément du volume de révolution, 
engendré par le secteur infiniment petit dont l’aire est 

~r*d9, a pour expression 


2 jr 


r s sin 9 dO. 


On a donc ici 


2 j * r 6 

V = - 5 - p 3 I (m-cccs 9)~ ’sm9</9 

J Je, 


Digitized by Google 



CALCUL IWTÉCHAL. 


27 5 


456. Le paraboloïde elliptique a pour équation 


Soit 


z 1 v 1 

1-7 = 21 . 

« b 


r, = (24x) 5 ; 


on eu déduit, V désignant le volume cherché, 


458. V — I ( dxdyx o 

Jo J O 


Ï= J„ l J. J, 

=J*W- 

457. Si l’on désigne parjq une constante, on trouve 

©• 

r, étant donnée par l’équation 

T (î) =0 ‘ 

on a donc 

Xi = “•*> 

en désignant par a une constante. Soit fai t -- = w, il en 
résulte 

X * /» « /* * 

x’t/.r ip (w) rfw = — ^ ÿ(w)rf». 


Appelons S l’aire de la section faite dans la surface par 
un plan parallèle à zy et à une distance x de ce plan, on 
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J r* « x /• a 

zdy = x 7 I v ( co ) //eo , 

o «/o 


et, par suite, 


v “ T’ 


résultat facile à prévoir, puisqu’il s’agit d’une surface 
conique. 

459. Soient 

x 2 -y z 2 — a 3 , -r 2 ■+■ y 2 = a 2 

les équations des deux cylindres ; on a, en posant 


v r a r y ' - 2a s 

8=1 1 **<-—>• = -3- 


460. Soient 


x 2 -+- y 2 -4- z 2 — a 2 , x 2 -h y 2 — b 2 

les équations de la sphère et du cylindre ; on a 


Posons 


il viendra 


V = y J' dzxdy. 


x — r cos 8, _y = rsme, 


v r h r™ s*b s* T,™ i 

— == / / zrdrdQ — I I rdrdO (a' — r 5 ) 1 

^ «/o */o */o i/o 

= X [«*-(«'- »)*]. 

461. Les surfaces ont pour équations 

x 2 -I- y 2 -4- z 2 — a 2 , x 2 ■+■ y 2 — ax . 
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En opérant comme au numéro précédent, ou trouve 


V 

4 



rdrdB (« J — 



Le volume cherché est donc 


2ir « 3 

~T~ 



el la portion de la demi-sphère non comprise dans le cy- 
lindre est égale au neuvième du cube du diamètre de la 
sphère (n° 325). (Bossut.) 

4-62. On a (n° 339) 



par suite, 

v= ° 3 (t 4 - 271 )- 

4(>3. ABDC ( Jig . i5) représente la section faite dans le 
solide par le plan qui contient les deux axes. Le point le 
plus haut de la portion de volume située au-dessus de 
ABDC se projette en O, point de rencontre des diagonales 
de ce losange. A une distance z du plan des axes, menons 
un plan qui lui soit parallèle; la section obtenue se pro- 
jettera en PQSR qui est sa vraie grandeur. Soient A la sec- 
tion, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le 


Digitized by Google 



SOLUTIONS. 


volume cherché ; on aura 

V = 1 I 

J O 


A dz. 


Abaissons OK. = p perpendiculaire sur PQ, il en résulte 

4 p 1 

'ip = PO sin a , A = -^L— 

sm a 

D’ailleurs p, z et a formant un triangle rectangle, 

p ’ — — z 1 ; 

d’où enfin 

V = -T- — f"(a>-z')dz = -^~. 
sin a J a i Sin a 


464. Il suffit d’évaluer le volume QEDB (fig. 2 6 ). AB 
est perpendiculaire à ED, trace du plan sécant sur la base 
dont le centre est C. Soit PN np — A la section faite par 
un plan perpendiculaire à la base et dont la trace Ntt est 
parallèle à ED ; si l’on pose 


CB = a, CM=;jr, MN=;r, PN = z, 


on aura 

(n° 459) 


V— f A rix 


Jo 

Or 

z — x tang a, 

donc 



V* — 1— f"* • 


§ X. — Quadrature des surfaces courbes. 

On désigne généralement par S la surface cherchée. 

18. 
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405. L’équation différentielle de la cycloïdc étant 

dy j 2 a \ J 
- - , j , 


dx 


on a 


s= a »( a «)* r~i^ 

Jo \j^a — y 

= |*(a «) J [4«( 2 «) 2 — (m — r) J (4" +/)]• 

11 suit de là que la surface engendrée par la révolution de la 
cycloïde entière a pour expression 

64 , 

3 ™ ' 

460. 9.icJ“y^i-h^ydx = i^a\ 

467. Les équations des surfaces étant 

.r’ z 1 — a 1 , x 7 -hy‘ =z a\ 

on tire de la première 

dz x dz 

dx z dy 

I 

et, en posant y, = {a* — x 1 )*, 


s =8 a rr 

Jo Jo (a*-x>y 

■ 

t/O «'O 


*° />(«*-**)■ 


(a J — — r’) 
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ou, en prenant des coordonnées polaires, 


7C 



C’est l’expression de la surface enlevée par le cylindre au 
huitième de la sphère. La portion détachée de la sphère 
totale est donc quatre fois plus grande; et si, au lieu d’un 
cylindre, on en suppose deux égaux, extérieurs l’un à 
l’autre, mais ayant une génératrice commune qui passe par 
le centre, la surface détachée a pour expression 4 tr a* — 8 a* , 
et par suite la surface restante est égale à deux- fois le carré 
du diamètre. 

Ce problème est celui que Viviani proposa, sous forme 
d’énigme, aux géomètres de son temps. Voici en quels 
termes il s’exprime dans les Acta eruditorum de 1692 : 

Ænigma geowetricum de miro opificio testudinis quadrabilis 
hemisphœricœ, autnre D. Pio Lisci Pusillo Geometra. 

« Inter venerabilia olim Græciæ monumen ta extat adhuc 
» perpetuo quidem duraturum, templum augustissimum 
» ichnographia circulari almœ Geometriœ dicalum, quod 
» testudine iutus perfecte hemisphæriea operitur; sed iu 
» hac fenestrarum quatuor æquales areæ (circum ac supra 
» basin hemisphæræ ipsius disposilarum) lali configura- 
» tione, ampliludine, tantaque induslria ac ingenii acu- 
» mine sunl extruclæ, ut his detractis superstes curva 
» testudinis superficies, pretioso opéré musivo ornata, 
» tetragonismi vere gcometrici sit capax. » (N°461.) 

Sous l’anagramme qui cachait l’auteur, on trouve : 
Postremo Galilei discipulo. Le problème était en effet une 
épreuve à laquelle un des élèves les plus distingués de 
Galilée voulait soumettre la nouvelle analvse créée par 
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Leibnitz. Celui-ci en trouva la solution le jour même où 
le programme de Viviani lui parvint [Acta érudit., 1692). 
Jacques Bernoulli résolut aussi la question et montra qu’on 
y pouvait arriver d’une infinité de manières. La construc- 
tion géométrique donnée par Viviani lui-même est ingé- 
nieuse, mais manque de rigueur. Un religieux camaldule, 
Urbain Grandi, en fit connaître une plus satisfaisante 
en 1699. Il prouva en outre qu’on peut détacher d’un cône 
droit une portion de surface carrable, à laquelle il donna 
le nom de voile du Camaldule ; mais cette remarque avait 
déjà été faite en 1696 par Jacques Bernoulli. La proposi- 
tion est celle-ci : Tout prisme droit dont la base s'appuie 
sur celle d'un cône droit détache du cône une surface 
dont le rapport à la base du prisme est égal à celui du 
côté du cône au diamètre de sa base. 

C’est Bossut qui a démontré le premier que le volume du 
temple de Viviani est égal aux deux neuvièmes du cube du 
diamètre de la sphère. 

Euler a beaucoup généralisé le problème de Viviani 
[Comm. nov. Acad. Petrop., 1759). 


469 . L’élément de la circonférence de base du cylindre 
étant 


a tlx 

7 > 

(n* — x ») 1 

ou a 


d’où 


■s.r 


Zti.T. 


(ax — x 2 ) 2 


s^4fl 2 . 


470 . [Voir 11" 464 et fig. 2 6.) ds désignant l'élément de 
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l’arc DNB, la surface QDNB a pour expression 

/ , r a xdr 

zds=t a tanga I -=a* tanga. 

Jo («’-*•/’ 

L’aire de la surface QEBD est donc 


2 79 


§ XI. — Changement de variables sous le signe 
d’ intégration. 

471 . La relation générale 

( dx dy dx dy \ 

dxdr =\T*dï-T,Tu) dadv 

se réduit ici à 

dxdy = u du de ; 

on a donc 

J' J x"y"dxdy = J J u m+n+ '[i — v'f^dude. 

Cette transformation a été donnée par M. Jacobi ( Journal 
de Crelle , l. XI) ; elle est d’un grand usage dans la recherche 
des intégrales définies. 

472. //' '+r'dxdy — J j'd'rdrdO. 

473. /// V dx dy dz z= IIP r'dr sin0et0r/-|i. 

On reconnaît ici la transformation usitée quand on passe 
des coordonnées rectangles aux coordonnées polaires. 

474. Il résulte des équations données qu’on a 

dz csinOcns® 

Z " C COS0, — = • 
dx 


dz 

dy 


a cosO 
c sinO cos ® 
li cos 0 
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D ailleurs, 

dxdy = ab cos9 sin6rf9rf ? ; 

l’intégrale prend alors la forme 

J f d6d f sin0 l a,b '‘ co ^ 6 -+- e’sin’SJa’sin’y -+- 6’cos»]’. 

(IvORY.) 

§ XII. — Intégrales définies. 

b ormules généralement connues et d’un usage fréquent : 

X e0 \ /'•CO i 

e-*x"-' dx— — J e~ x "dx. 

(B) r ^ = z£°° e-^dx^J. 

(C) r(n + i) = «r(n). 

(E) r(n)r(i-n) = -^-.. 

« fr 


sinn7r 

x lm clx jr 


■*” . ( 2 m -4— 1 ) tt 

2 n sin — 


? m et n entiers. 


(G) (a,b)= f'*r-'(i-x)>->dx= r{ ‘ ,)T ( f) 

Jo r (a 6) 


(H) 

K) 
475 


£ 

fr 


00 sin èx w 

= i> 0 . 

x 2 


. 7 t 

■dx — — e~". 


«= f— + f* 

i J. **(*•:) 
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Posant x= - 


dans la dernière intégrale, elle devient 


J /»° ds r" dx 


C Q. V. U. 


476. Soit 


X ?(*) 

f(y)djr-. 


il vient, en intégrant par parties, 

X a pf{x) /» a jj, 

elx J f[ X )djr=z[xF(x)]‘—J X — dx 
Jo J o 

Si l’on fait 

<f(x)=jr, d’où x = ÿ(y), 
la seconde intégrale du second membre prend la forme 



■Hy)f{y)dy- 


c. q. r. D. 


477. Soit 



une intégrale définie telle qu’on ait 

a = (j>(a), b = ÿ(ct). 

A ces limites on peut généralement en substituer d’autres 
quelconques, p et q , en posant 

(*) x — a = j~(i — p). 

Si l’on suppose les nouvelles limites/; et q indépendantes 
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. de «, le changement de variable donne ici 

«= f /(*,*)- ~dz, 

J P 1 ~~ P 

relation où l’on regarde x comme remplacée par sa valeur 
en z tirée de l’équation (i). Il résulte de là 

d " _ H d f b — a J , 

— — | dz -t- X, 

da J p da 9 — P 

en faisant, pour abréger, 

1 = r d i d -± b -—idz^ r fix , a) ( d JL-*L) 

J dx (la. (f p J \da da) 


dz 

<l~P 


Revenant à la variable x, on a 


du 

d 


:=X‘ 


jf 

d a. 


dx -f- 


et 


1 “ - = r [s K '* " *> +/( *’ a ° {r. - £)] 


Or on déduit de (i) 


, . (lx da . db 

i b - a )r* = r« {b - x } + rt x - n) ' 


da' 


et, par suite. 


(b — a)\=^J |^(x — fl)^+/(.r,a)JfÉr 

[ ( * _ *)£~ /(a: ’“ ) ]' /xî 


d’où 


> =f(b, a) — /(a, a) c. <j r. T. 
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478- Le multiplicateur de dx a x" 1 pour dérivée par 
rapport à n ; d’ailleurs 


J f x"~ ' dx — — ; 

O *' 


si donc on multiplie les deux membres de cette égalité par 
dn et si l’on intègre, il viendra 

X n /»! /»! jJ \ — I | 

dn J x"-‘(Lv= J - J-- — dx = log "• 

On aurait de la même manière 


J '* 1 x”~' — x H . "• 

— dx — log -» 

o lo ë x " 


ce qui se déduit aussi immédiatement du résultat qui pré- 
cède. 


479. Soit 

x — tang <f ; 

u devient 

fi ***»(?“*) , 

J log (i-t- tang f)d<f=J log — 

TT « 

r=glog2-t- J log COs(| — (f j df — J' log COStpdç. 

On voit sans calcul que les deux dernières intégrales se 
détruisent; donc 

« = g lo ë 2 - 

480. Considérons l’intégrale 


*h a* 

C x* dx zz: A , 
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il vient 


Or, 


J n co 


z ~ 2 riz. 


j'<r~‘ , z~ 2 dz = — z~ 'e ~ 2 ' — 2 J' e~ u 'du ; 
et, par suite, 

a ’ ^ 

K — hc h ‘ — la J e ~’’dz. 

h 

De même, 

J r*h i> b , /. ao 

o e X 'dx — ^hc ibj h cr‘‘ 


dz. 


Si doue on fait croître h indéfiniment, on a 

( -- -V 

lira (A — B) = (6 — a) n 7 -+- lim h *' — e h ) ’ 

et la limite qui figure au second membre étant nulle, il 
vient 

« = ( b — ) ir ’ . 

4-81. On trouve, au moyen de l'intégration par parties, 

= _ x ,y _ log [,-+-(! — a*) 1 ] 

[i — (l — Æ 1 ) 2 ] l°g.r; 
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et, en ayant égard aux limites, 

u = log 2 — i . 

m «=Um £ [log sin (i + log.in(~) + ••• 

+ , ogsi „( n J=i^] 

=' im ^i°« [ sin (iï) sin (H) • • ' sin (ht!)} 

n croissant indéfiniment. 

On a, d’ailleurs, par le théorème de Cotes, 

( z 2 — 2ZCOS-7T -t- I ) il' — 2ZC0S-JT 4- I ) • ■ • 

z'-l \ « / \ » / 


X 




22 COS 


« — l \ 

i 7T -+- I ) • . 

n / 

Pour z— i, cette identité nous donne 

* = sinJ (iî) sin ’ (;î) * • ■ sin ’ i) ; 

et, par suite, 

log n — 2 (n — i) log 2 

2 

=, °g [ sin (iî) sin (î;) • • - sin (^î)* 

Multiplions les deux membres de cette égalité par ^ et 
passons aux limites, il vient 

ir i 

« = - log - • 

2 2 

483. Cette intégrale se ramène immédiatement à la pré- 
cédente en posant 
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4-84. L intégration par parties nous donne 

I 

'xHogjrdx xly—x*) 2 


f 


(»-*■)* 


- log .r 


f ’rf* r -i < ? g x< ^ < . 

V 


En passant aux limites et tenant compte de l’intégrale du 
numéro précédent, il vient 

“~î (,-lo G 2 )- 

Tt 

/( /’ 2 x sin rd x j‘~ x sinxo'r 

J o H-cos J .r J k TT cos'-' .r’ 

5 

Faisons dans la seconde intégrale 
•* = *— r, 

elle devient 

ï » 

r* y y dy _ r J sin r^J 
Jn l-t-COS "JT TTcosT' 

On a donc simplement 


« = * f *J“Z£ L = *\ 

Jo 1 ■+■ cos’j 4 


486. Cette intégrale, qui reproduit comme cas particu- 
lier celle du n° 482, quand on y fait a = i , peut s’obtenir 
de la même manière. Elle est égale à la limite de l’expres- 
sion suivante : 

- £log (^i 2 — 9.a cos -ir + log — 2a cos - n + ... 

■+■ log^a 1 — 2acosT_J. ff ^.,^J, 

quand n croit indéfiniment. 
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Cette valeur peut s’écrire 


- log ( a 2 — 7 a cos - jr -t- i ] ( a ! — 7 a ccs - jr -I- i | 

" LV " J \ » J 

X ^ a * — 2 a cos — — - r -t- A J • 

En vertu du théorème de Cotes, la quantité comprise entre 
les crochets est égale à 


| 7 T - l) 

u = uni , - log ' • 

n 


Pour a<[i, cette limite esto. 
Pour a]>i elle est t: log « s . 

487. On a 




et, par suite, 


" = ~f 


Développant log (i 4- x) en série, il vient 

i i i 

et comme on déduit des n os 134- et 137 


T I I T 

I h* TTl H- y “4“ . . • — y ? 

?. a 6 2 (\ l 6 


l’intégrale cherchée a pour valeur — • 
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488. On trouve, au moyen de l’intégration par parties, 

u=r io p(, - j )rfx. 

J O * 

D’un autre côté, 

Ç ‘ log ( I — X ) dx /* ' )°B (<+■*) d-r _ I r Xo (l — x')d..r * 

Jo * X Jo x —*Jo ° B *’ 


ou bien 


r log(l — -f)da: _ 2 /*' log ( I 

«/ O ^ »/o 


• x) dx 


6’ 


en vertu du numéro précédent. 

Celte intégrale aurait pu s’obtenir aussi en développant 
log (i — x ) en série. 

On déduirait facilement de ce numéro et du précédent 

J f' 1 log-rdx f" log a: dx f" log x ctx jr’ 

o « — x ~Jo *(' — - x ) + Jo 2 (l .r) 8’ 


et 


J p* .rlo \*xdx î lo ç t x 2 d.x 1 tz 1 

o « — ** 4J 0 1 — A 

489. Supposons d’abord n pair et égal à a a. Le premier 
membre de l’égalité qu’il faut établir renferme donc a — 1 
facteurs de la forme T (r) T (1 — r), plus le facteur du 

milieu T = n 1 . Ce premier membre peut donc s’é- 
crire (formule E) : 


. /lir\ . / 2 tt\ . (a — 1 7 r \ 

sin — sin — , . . sin 1 

\ai \<iî>. / \ « 2/ 
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D 1 ailleurs, on a trouvé (n° i82) 

' * • = sin ’ (H) sin ’ (; î) ■ • * sin ’ fir 1 1) ' 

le produit considéré est donc bien égal à 

»— 1 _ i 

(27r) 2 n 2 . 

Si n est impair, le nombre des facteurs est pair, et en re- 
courant encore à la théorie des équations binômes, on re- 
trouve la valeur précédente. 

490. On tire de l’équation 

j' e~ ax 'dx — - (formule B), 

en la différentiant n fois par rapport à a et posant ensuite 


i.3.5... (in — i) \ 

x u dx — jr s . 

2" +l 


491. Posons 


■ -+- A i -t- h 


l’intégrale devient 


— ! / r a— ' (i — r) 4 ~ ' djr 

**(* + *)Vo 

= ' - îpsi£ (formule G). 

A 4 (i + h)‘ r(a -t- b) ' 

492. En dilïérentiant par rapport à a l’équation connue 
(formule K) 

r ® cos axdx n 

, + *>" “ 2^’ 

il vient 


« = — e “ 

2 
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493. En multipliant par da les deux membres de la for- 
mule employée dans le numéro précédent, intégrant entre 
les limites oet 00 , puis déterminant la constante arbitraire 
de telle sorte que l’intégrale s’évanouisse avec a, on trouve 


« = -(1 — e~ a ). 

2 

4-94. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité, 

(1 — 2 a cos bx 4- ii ’) -1 

= — - — (i + îa cosA.r-t- an 1 rns 2 bx 4 - 2 a 3 cos 3 bx + ...). 

1 — ir 

d.T 

Multiplions par — - — - les deux membres de cette égalité, 

puis intégrons entre les limites o et 00 en tenant compte 
de la formule K; il viendra, toutes simplifications faites, 

it 1 I -+- ne - i 


2 1 — a 2 1 — ne ~ 


495. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité, 


sin bx 


1 — in cos bx 4 - a 1 


■ sin//.»: - 4 - a sina bx -4- a 1 sin3ôr 


xdx 


multipliant les deux membres par intégrant entre 

les limites o et 00 et ayant égard à l’intégrale dn n° 492, il 


vient 


1 it 


2 if — a 


•496. En opérant comme dans le n° 494 et observant qu’on 
a toujours 

/•» 

I cos b.r cos b' xdx — o, 
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tant que les nombres entiers b et b' sont différents l’un de 
l’autre, on trouve 

icn b 

il : 

i — a‘ 

Si le nombre a surpasse l’unité, on obtient la formule 


a" [a 1 — 1 ) 


497. Différentiant par rapport à a, il vient 

du r™dx 

— — — 2 al — - e ' ' ■ 

Jo ** 


Si l’on remplace - par z, le second membre se réduit à 
— 2 u, ce qui donne 

u — Ce - ”. 

Pour déterminer C, faisons a — o dans les deux valeurs 
de u; on trouve 


J r»« i x 

e ~*' dx = - n 2 ; 
o 2 


et, par suite, 


498. On a 


u — — e~ 


tlu 

db 


— — 2 ( xe~ m '‘'dx. 

J o 


F.n appliquant l’intégration par parties au second membre, 
. 2 b 

on trouve qu il est égal a — — «; par conséquent 


u — Ce ", 

l.a constante se détermine par l’hypothèse b — o, ce qui 

«9- 
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e~ a ' x 'dx — — (formule B). 
2 a 


499. On trouve par la différentiation 


(•) 


( 2 ) 


du r* (cosx — a)sin M xrfx 

du J 0 ( i — 2 a cosx -+- a 7 j" + ' ’ 


d’u , \ C* (c 05 * — a)’ sin J *xrfx 

dd 1 "~*~ l J 0 (i — 2 a cosx -4- a , ) n+a 



sin M xf/x 
2 a cosx -H a ’)"-*- 1 


L’intégration par parties donne en outre 


X 


1t 


cosx sin“xd!x 
(i — 2ocosx-t-a , ) ,1+l 


2 (a+i)a é’ !r sin 7n+7 xdx 

2R+1 J 0 (l — 2fl COSX-4-x’)"+ 2 ’ 


d’où 


du 

dit 


\n{n -t- i) f' v sin , ” +! xr/x 

in -+- i J 0 (l — 2 a cosx -+- a 7 )" +7 


r* si 

— 2 na | - 

J O (* 20 


sin m xz£r 


cosx ■ 


a 1 )* 


Si l’on élimine la première intégrale du second membre 
entre cette dernière équation et l’équation ( 2 ), il viendra 


d’où 


d 7 u 
dn 7 


2/1+ I 

a 



u — c + d a~ w . 


a étant 1 , c' doit être nul, sans quoi l’intégrale devrait 
croître indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a 
vers zéro, ce qui ne peut avoir lieu. La valeur de c résulte 
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d’ailleurs de l 'hypothèse a = o qui donne 


293 


r* . 

U = f SI 

J O m 


. ; [i.n — 1) (2 n — 3 ) . . . 3 . 1 jt 

sin“x</j; = - — — 7 — 

2/1 (211 — 2). . .4.2 2 


Si l’on suppose a~^> 1, on voit sans peine que l’intégrale 
s’obtient en multipliant l’expression précédente par a~ ,n . 

500. Posons généralement 




• • JT* 

Si l’on fait — = u, il vient 
m 


du. 


m n p 1 

A ,= - J o ( ■-«)'«" 

et, en intégrant par parties, 

I ^ 1 

A p — pm"J' (1 — u.y~'u H du. 


D’ailleurs 


» 1 1 1 1 

I (1 — u)F~' u n du = I (i — u)P~' u n (1 — 1 — u)du-, 

J o J O 

d’où 

I I 

J f* I I /* I I 

(1 — u)r u" du = np I (1 — u)f~' u 9 //a, 

0 */o 

et, par suite, 

( np - 4 - i) A,,— npk f 

Si y? = /«, on a la relation (1). En donnant à p toutes les 
valeurs entières depuis m jusqu’à 1, 011 trouve 


A.= 


n 2 n 3« mn 

n + 1 2/1 + 1 3 // + I mn 4 - 
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1 J » toujours plus 

petite que e~ x ° , se rapproche autant qu’ou veut de cette 
limite, quand on fait croître indéfini menule nombre en- 
tier rn. On peut conclure de là 



Pour établir cette relation en toute rigueur, considérons 
les trois intégrales 



X" (-:)"*= c - 

t 

où l’on suppose h rn", et, par suite, 

C> B. 

On peut toujours prendre m assez grand pour avoir 
A = B -+- a, a désignant un nombre aussi près de zéro 
qu’on voudra. Od peut également donner à h une assez 
grande valeur pour qu’on ait aussi 

e~‘ n dx — A -1- 6 , 

6 étant du même ordre de grandeur que a. 11 suit de là 

X CO 

e~ x " dx — 15 est infiniment 
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petite pour m et h infiniment grands ; il en est h fortiori de 

J C» 

! e A " ilx — C. ce qui 

O 

démontre la relation (i). 

Celte relation devient intuitive si l’on construit les 
courbes données par les équations 


y = e-’", y — 




En i approchant de l’équation (i) la valeur trouvée pour A„ 
dans le numéro précédent, il vient 


t u / n 7.» 

I e~“ tlx — lui) t 

1 \ H -t- I 211 -t- I 


III /l I 


Pour n = a, ou sait que le premier membre est égal à 

- Jt ! . Quant au second, il se présente sous une forme peu 

commode pour le calcul ; mais il est facile de le ramener à 
celle de la formule de Wallis, avec laquelle il présente de 
l’analogie. En posant 


/ a 4 ^ an» 

\3 5 j 2m + i 


on a également 


/î | 6 8 ?. 

•=U-r*T"*- 

/ 3 

\ i 3 3 5 un — i a m -+ i / m -4- i 


?. m \ m 


d’où 


; 7. 2 il 4 1111 11» 


et, par suite, 


lim 


_L / 2 l { { V 

:Ai'3 3 5 ) 


ce qui s’accorde bien avec la formule de Wallis. 
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Le cas général peut se traiter d’une manière semblable. 
On a, en effet, 


A„ = 


n m 


A. =• 


/i + i 2/J -I- i ///// -+- 

n 1 n 3 « 


mn m 


i n -+- i 2/1 -H i 


i n + I ■+ 


" \« -H I / \in -t- I / \ 

On déduit de ces relations 


rnn -4- i 


« _ n / n / in \ / in 

m I \/2 H— I / \«-t- l/ \ 2/1 -4-1 

X ( ^ 

\ //J — [/!+!/ \ ,,,n “I - * / 


////J -4- I 


et, par suite, 




C. Q. F. T. 


§ XIII. — Équations linéaires à coefficients constants. 

502. Par la méthode de la variation des constantes on 
trouve 

ç ax x * 4- r * 4 -3.2 x 4-3 2.1 

^ a a' 1 a* a' a s 

On arriverait au même résultat en observant que le second 
membre étant une fonction eulière du quatrième degré 
en x, si l’on pose 

y k — A -4- Bx -4- Cx‘ -t- Dr H- Ex*, 
il sera facile de déterminer les coefficients A, H, etc., de 
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telle sorte que r, soit une intégrale particulière de réqua- 
tion proposée. Pour avoir l’intégrale générale, il suffira 
d’ajouter à y, l'intégrale générale de l’équation privée de 
second membre. 

I.a méthode précédente peut toujours s’appliquer lorsque 
le second membre de l’équation est une fonction entière 
de x ; elle convient encore quand il renferme linéairement 
des exponentielles, des sinus, des cosinus, dans lesquels x 
n’entre qu’au premier degré. Si, par exemple, le second 
membre contient e ax ou sinax, on introduit dans l’expres- 
sion dej", la quantité Ke ax ou A sinojc H- B cosax, A et 
B étant deux indéterminées. 

Le procédé que nous venons d’indiquer abrège souvent 
les calculs. 


503. Conformément au numéro précédent, posons 
y, = Ac"“. 

Pour que y\ soit une intégrale particulière de l’équation 
proposée, il faut qu’on ait 


A — ; 

a -I- ni 

lintégrale demandée est donc 

f iOtx 

y — O - " -I 

J a -4- m 


Si m — — n, la valeur de jr, qui peut s’écrire 

gin r e~~ ax 


y = C'tr 


a -+- m 


prend la forme-- La vraie valeur de cette expression est 


504. y = Ce 01 + 


C'e—* H- Xtr**. 

[(w — a) cos px -I— /> sin/jj ] 

[m — «)’ •+ />■ 


Digitized by Google 



ag8 CALCUL INTÉGRAL. 

505. y — Ae -!I -i- lit -1 . 

A et 13 sont deux fonctions de x déterminées par les re- 
lations 

c 2 * x dx 


-U 


■+- x ) 


B 


On trouve 


■4- C, A = ■ 


/ c* xdx 
-+ 

J i+ J 


4-C'; 


et, par suite, 


/ t: 11 dx 
1 -4-X 


-t- Ce - * -t-C'e-”. 


506. y — %■ -t h n _t - c**(C -t- C'.r). 

4 28 v ' 


507. 

Si l’on pose 


( m ’ — n 2 } sin/j.r -+- zmnca&rtx , . ... 

r = 5 — — — LT; h c"* (C -t- C x). 


(rn 1 + n’) 2 


— = cos 6, 


1 111 ‘ -H n‘ 


(ru 2 -t - n 2 ) 2 


sin fl, 


y prend la forme plus simple 
sin (nx -t- 2 fl 


ru 2 -t- n 2 


-+- f"*(C -y C'x). 


„ „ COS/MX ' 

ouo. y — -t- C cos nx -f- C sin/ix. 

n 2 — tu- 

Celte expression peut s’écrire 


y — C' sin nx -f- C" cosnx — 


cos /nx — eus itx 


et I ou voit que pour m — n elle se réduit à 

. . x sin«.r 

v - - 1, sinnx -f- C cos «x -t- 

2rt 
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509. 


sin mx 1 \ \ / i \ 

y — — - — v— r — > 4-Ccosl 2*x4- a)4-C cosl 3 x4-6/. 
m ' — dw’+ü ' ' v ' 


510. ,y = x" — /i(n — i) x ' , ~ 1 -+-»(« — i)(« — 2 ) (n — 3) x " -1 

— . . . 4- C cosx -4- C' sinx. 

511 . y — -+- Ce“ 4- C,e— » i 4 - C, cos(«x 4- Q). 

a* 1 

512. y — — -- : — - 4- (C 4- C ( x) cosax 4- (C' 4-C',x) sinax. 

513. Ou est conduit à résoudre une équation dont les 
racines sont 2 , 2 , — 2 , 3t, — 3 i. 11 en résulte 


T 4- <4* ( C 4- C, x i 4- C,er l 

3 - 4 - 


{m — 2 y (« + 2 )(w , + 9 ) 

4- C 3 cos(3x 4- C,). 

514. Les racines de l’équation à résoudre sont 

— 3, 14- 21 , i — 2 J. 

11 en résulte 

x 2 5 *. ./* ?.£) 

r = -p 4 — 3 - 4 - c 1 ! C sin 2 x — C, cos îx) 4- CiC - ". 

i5 i5’ i5 J 

§ XIV. — Équations linéaires à coefficients variables. 

515. Cette équation étant linéaire et du pi entier ordre, 
on trouve, en appliquant la formule connue, 

y —a 4-C(l — x s ) J . 

510. Cette équation est linéaire et du premier ordre. Lit 
formule ordinaire nous donne 

y — — — - 1(1 4- xM j 4- x 4 — - (l 4- x 1 ) 1 4- x 

J 2 [rt 4- I) L ' ' J 21 1 « — l) L ' ’ J 
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Si n — i, les deux derniers termes peuvent s’écrire 


(» +*■)'•- 

[, A 1» 

- x — [(i •+■ a: 2 ) 3 — je J 

n — I 


La vraie valeur de la première de ces expressions, obtenue 
par la méthode connue, est 

— \ [(' -+- — *] *°g [(« •+■ — x ] • 

On trouverait d’une manière semblable la formule relative 
au cas de « = — 1 . 

a 

517. 1-7( — Y + c(^Y- 

Si a = — 4i on peut écrire 

La vraie valeur du terme renfermé dans la grande paren- 
thèse est 

— a: 1 )’ -(- i — 2 i’] 
n 1 -h 4 

519. Cette équation est de la forme 
(n ■+■ bx) n H- A, (a -f- bx)*~' + • • • + A„y = x\ 

elle pourra doue s’intégrer en posant 


518. y. 


Ce " 0 


Ou ti ouve, en effet, 

y - 


i" „ C, 

— ; — -4~ CJ ‘ 

nr — i x 
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Si ni ■■ 


y = + c* H- — ■ 

2 X 


520. Môme observation qu’au u° 519. En posant 

x = e', 

il vient 

+ ï (C + C| lof5 ' r ^ 

/ 

521. Remarque du n° 519. En posant 

i -+- x — e 1 , 

l’équation à intégrer est 

t i 

d'y d'y . dy _ j ~r 

dt' dt‘ dt 

Si l’on opère comme il est indiqué au n° 502, on trouve 
facilement 

.T = gg(*-<-*) ’ —gy (« + *)’ +£ (H-*)’ 

-t- C, cos[log(i -+• x)’] -4- C, sin[log(i -t- x) J ], 

522. Remarque du n° 519. On est conduit à intégrer 
l’équation 

d'y - d'y dy _ , 

On parvient facilement au résultat en suivant la marche 
indiquée au n° 502. 

L’intégrale peut se mettre sous la forme 

r = *' f ’^~r + ^[c + c, log.r + c, (log*)»]. 

(Moigno, Leçons de Cal. dijf, t. II, p. 5go.) 


Digitized by Google 



CALCUL INTÉGRAL. 


3o» 

523. On remarque que l’équation peut s'écrire 

d'( x r) ,, . 

— tt - — o 2 (*r) = O, 

dx 1 

dont l’intégrale est 

/ — - (Ce" -h C, er"). 

524 . L’équation peut s’écrire 


Posons 

(-) 

ce qui donne 


— h — Z, 

dx X 


I dz 
n 3 dx ’ 


par suite, 


d 3 z 1 dz 

dx 1 x dx 




Cette équation, traitée comme celle du n° 523, a pour in- 
tégrale 

zt — A cos (nx -4- a), 

A et a étant deux constantes arbitraires. En différentiant et 
tenant compte des relations (i) et (a), il vient 

A ros ( nx -t- a ) A sin (nx -+- a) 

^ tdx 3 nx 


525. L’équation peut s'écrire 


.r- d 


dx 

dx 


nx 


c 3 y 

o. 

X 3 
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Posons 
elle devient 


ri I H 


,± 

tlu 


du 


c*u' y =o. 


Développant et supprimant u facteur commun, on trouve 
dy d'y 


2 a. + “ d«» 


c 1 uy — o, 


ou bien 


par suite, 


d’fur) , 

__ c 1 «/ — o ; 


( - 

y — x \ A t! x -+- B c x ) . 

Lequation proposée s’intégre encore comme il suit : 
Désignons par ^ a n x n une série dont le terme général 
est«„:r n , n pouvant recevoir des valeurs entières positives 
ou négatives, et faisons y — y ^x n a". Cette valeur, substi- 
tuéedans l'équation différentielle, nous donne 

S-Ï=2["î— 

En égalant à zéro le multiplicateur de x" - *, il vient 


n [n — i ; a. — c 1 a,, 


Il résulte de cette relation qu’on ne peut attribuer à n que 
des valeurs négatives. Faisant donc successivement n égal 
à — i, — a, etc., on trouve 


y — fl, | x 

-t- fl» ( 


I C 1 I c 1 

i . t x i . 2 . 3 . 4 


I . 1 . ci x ‘ 


.2.3.4 5. 


+•4 
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3o4 

a„ et a, désignant deux constantes arbitraires. Or on a, en 
général, 


-4 I- 


-I- . 


.2 I . 2 . 3 . 4 

Z 1 z s 


i. 2.3 i.2. 3. 4-5 

On peut donc écrire 

y x {^A e x -h Hc x ), 


en posant 


2A = «, 4- — i 2 B — a, 
e 


a, 

e 


526. En opérant comme au numéro précédent, on trouve 

y x ( A cos - + B sin - ) • 

527. Au moyen des séries (n° 525), on a 

y — a(i —3 ex' 3 ) c 3 " 3 +b(i +3«r*)e- 3 "*’ 

528. j , =:a( 3 — i5c*‘ -t- i5c , x i )e iCxt 

-+- b( 3 4- l5cjr J -+- 25 c’a:’ ) e ~ 3c *‘ l . 

Les équations des quatre derniers numéros sont des cas 
particuliers de celle de Riccati (n° 540). 

§ XV. — Équations différentielles non linéaires. 

529. Cette équation est de la forme 

dy -f- Vydx — Qjy' H ‘’ dx, 
qui devient linéaire en posant 
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On trouve ici 


f SOLUTIONS. 


3o5 


y' =- 


l — X‘ 


■C(i — ar J ) 7 . 


1b 

530. /=-îx-^ + Ce~ X ' (N° 529.) 
831- ^ = (N° 382,) 

/ an 

532. 7» = e _T - — (N° 529.) 

/ir o /ï* ' ' 


533. En posant 


x = -, 
9 


l'équation devient linéaire eu égard à v et a pour intégrale 

_r* 

- = a — y* -+- Ce 1 . 

534. L’équation étant homogène, si l’on pose 

X 

elle donne 

i m (* dz 

loex H — log ( i — mz - t- *’ ) H 1 ; — ; — C. 

b a b ' ' i J i — mz -4- s 1 

Pour ni > a, le dénominateur de la quantité sous le signe 
est de la forme 


{* 


“*)(— 5 


et, par suite, 


/ , mdz 
i — mz -4 


mz -+- z 1 a 1 — i 


log 


* 

, a j 
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par conséquent, 


CALCUL INTÉGRAL. 


log (.r 5 -h y* — »> xy) * 


a? -4- i 


log 1 ^— — — = C. 


1 (a 1 — l) “ ay — x 

Pour m 2 on trouve, en posant m = 2 cos a, 

. , , .j y — x cos a 

log x 1 -4- r J — m.r)-y -4- cotaarc tang : = C. 


Si enfin m = 2 , 


x—y — Ce 


On aurait pu intégrer l’équation en passant aux coordon- 
nées polaires, ce qui donne 


</. 20 


dr msin’SrfS m COS2 0//.2 0 n 

r su sin 9 vos 0 — i a m sin 2 9 — 2 a m sin 2 0 — 2 

Pour l’intégration du dernier terme, voir le n° 34-8. 

535. Cette équation est homogène et a pour intégrale 

1 

y 1 -+- 2 x 3 = C (x J -4-„r J )* . 

336. Equation homogène. 

> ï_ 

(x-4-/) log-=xe x - 

337. L’cquation transformée est 

■r ( i — z') dz — o , 

qui a pour solutions 

• \ 

x — o, y * — x’ = o, - = C. 

.T 


On pouvait le voir immédiatement en mettant l’équation 
proposée sous la forme 

(xdy — y dx ) (y’ — .r’) = o. 


Digitized by Google 


SOLUTIONS. 


338. Si l’on fait 



il vient 


f/x = — 


du 


ax m + , da. 


y(u) -+ uty [u) f («) -t- mi|i (a) ’ 


3or 


et cette équation a pour intégrale 

— ^ ^e'Tc — n(m -t- t) f li 

^ L J ?(*) + »+(«) J 

OÙ 

_ , r I ( U ) du 

‘ 11 J Ÿ ( «) -t- (k) ' 

539. Dans le cas particulier où l’on a 
a — b — c — O, 


l’équation se réduit à 

(t) a,y) (xdjr —ydx) = (b i x + b,y)dr — (r,x + c,.y)dx, 

et rentre dans celle du numéro précédent. 

Pour voir s’il est possible de ramener l’équation donnée 
à la forme (i), changeons de variables et posons 


x — a -h U, y= S - h f, 

oc et 6 étant deux constantes qu’il s’agit de déterminer de 
manière à obtenir la réduction qu’on a en vue. On est 
conduit de la sorte à satisfaire aux deux équations 

! * (û -+- (l | a -t- rtjë) — ( b -f- b\Ct -f- bi 6) = O, 

6 ( <7 -f- U, a -t- C7 3 6) — (c -f- c* a -t- 6 ) 3=r o . 

On peut les écrire 

b -+• b,9i+ b { f> c -hc,a -h r-,f, 

= ; = n -t-i7,a -t- a,f>; 

« 6 

20 . 
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3o8 

et si l’on pose chacun de ces rapports égal à à, il en résulte 
le système 

((« — X) -t- a, a -f- a, 6 = o, 

( b -h (b, — X) a -t- b,6 = o, 

( r -f- c, a -+- (c, — X)6 = o; 

d’où l’on déduit, pour déterminer A, et par suite a et 6, 
l équation du troisième degré 

(a — X) (b, — X) (c, — X) — b, c, (a — X) — a, c(è, — X) 

— a, b (c, — X) a, bjC — a,bc, = o. 

La réduction à la forme (i) est donc toujours possible, et 
l’équation proposée peut toujours s’intégrer. 

L’intégration de cette équation a été donnée par Jacobi 
( Journal de Crelle, t. XXXIV), en adoptant une marche 
très-différente de celle qu’on vient de suivre et qui est due 
à M. G. Boole. 

540. Cette équation rentre dans celle de Riccati, dont la 
forme générale est 

dy ■+■ b' , y , dxz=a' , x m dx, 
et qu’on sait intégrer toutes les fois qu’on a 

m— -, 

ar ± i 


■ étant un nombre entier. Dans l’équation proposée, 


4 . 

3’ 


on trouve alors 


(jc* -t- 3x 3 ) -t- 3 


541. 


y 

j 

-yx 


(J — 3 J 

i 

' — 6 


)■ 


: Ce 6 * 3 • 


— •+- tang 


3 


C 1 = 0 . (N° 540.) 


3.2’ (H-x r )x 3 
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Si me — ne, na — mb , on a 

xa+cyi+t — g. 

Si ae — bc = o sans que les numérateurs de a et de 6 
soient nuis, l’équation proposée revient à 

et elle est satisfaite par 

x° y b — C, et par x"‘y n x = — - = — -, 

c e 


543. On voit sans peine que si x et y représentaient 
deux tangentes les radicaux disparaîtraient; posons donc 

y = tang v, x = tang « ; 

l’équation devient 

sin dr — ndu. 
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Faisant 
on trouve 


CALCUL INTÉGRAL* 


dv — — 


ndz 


équation qui s'intégre au moyen du n u 348. 

On obtient alors x et y en fonction de l’auxiliaire z. 

544. L’équation proposée revient à celle-ci : 

(£-*)(£-*) 0M=°' 

dont l’intégrale est 

(/-f-c) (r-c e 0(^-^)=o. 

545. [<«’-*’)£-«] + = o; 


54ti. 


(s-cy 

dy 3 2/ ^ 

dx 


arc sin 


1 x dx x* x ' 1 \ / iér 5 


d’où 
et enfin 

I 

547. Posons 
il vient 




r = * lan g 

dy 


( c± t)- 


i/x 


y 

A». - = « ; 


«=/> + « (i +p')\ 
dr — pdx — u dx -+- xdu, 
dx du dp p dp 

x p — Il 


,+ '" 
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3 1 1 


et en désignant une constautc arbitraire par log «, 

■t 


* = T [ (' — V 

(.-+ -p'Ÿ 


On en déduit 

(> + P'Ÿ 

et par suite, eu tenant compte de la valeur de -■> 


i 

[r’ ( « — «’) *’]’ — "y f [r’*+- (■ — »’) ' cl ] s — y 1” 

.-/»* -fl L («-«)* J‘ 

548. Celte équation est homogène en x et enj', comme 
celle du numéro précédent, et peut se traiter de la même 
manière; mais il est plus simple de la résoudre par rapport 

à ce qui donne # 


<iy . n'r [(«’ — i 

1 ; — IC * ■ ) 


dx n * — i 


n * — i 


ou bien 


( n 2 — i )y dy -4- h 1 a: dx _±_ 

"7" — i > 

[(«*— i)r’ + « 3j:, 3 ! 

qui a pour intégrale 

(n 1 — i) v r’-f- ri‘x l = (Cdbx) 1 . 
549. En posant 

tljr — prix. 


l’intégrale résulte de l’élimination de p entre les deux 
équations 

y = (■ -+-/>)■* 

X — 2 (l — p) -+■ Cff. 
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550. L’équation peut s’écrire 

y— 2px=xa{i -t- p'Y, 

et son intégrale s’obtient en éliminant p = ~ entre celte 
équation et la suivante : 

p’x= — ^\p(t + p'Y — log [/? -t- (i -4- />*)* ] i+c. 

551. Cette équation revient à 

dy y 1 — x 1 

dx 2 xy 

équation homogène dont l’intégrale est 
y' -h x’ = zCx. 

552. L’équation peut s’écrire 

y + /(x) + v (y)dy=o 

OU 

jr +/(*) d * + 1 00 dy = o. 

On a donc 

/= JS(*) Jx eff^ 

et par conséquent, 

e ~f f^)dr dy ^ c jnx)d x dx 

On tire de là 

j e -/?^)‘< y df / -C,-t-Cc/ /(x )‘ lr . 
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553. Lorsqu’une équation différentielle est homogène 
par rapport aux quantités x,y, dx, dy , d'y, d'y, etc., on 
peut toujours en abaisser l’ordre d’une unité en posant 

x — e', y = ue‘. 

Ces hypothèses conduisent ici à la relation 


d'u du du 2 

7F + Tt = ~dÔ ‘ 


Faisant 


il vient successivement 


i ex 

Z = y U = * y 

i — ex i — ex 


y — xloi» 

J b I — ex 

55k . Même observation qu’au numéro précédent. 
On trouve 

[(c— Q-r’-t- {iy + c'~ i*)*] 

[(« •+• i)ar 3 — ( 2 y -4- c 2 — i*) J ] 

555. L’équation est homogène par rapport à 

dy d'y 
^ ’ dx ’ dx 2 ’ 

et s’intégre alors en posant 


di = Uy - 


On déduit en effet de là 


du dx 

“ (fl» -f- x'f 
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el cette équation a pour intégrale 

« = c[x -I- (a 2 -t- x 3 ) 1 ] ; 

d’où 

l°g(CV) — Cfl J log [x -t- ( a 3 -+- x 3 ) 3 ] -f- Cx [x + (a 7 -4- x 3 ) 3 ] • 

556. En opérant comme au numéro précédent, on 
trouve 

y Cn e C («•—*•)* =( y [, + C(a , _ *>)’]. 

557 . L’équation peut s’écrire 


d’où 


d P 
(i + P 3 Ÿ 


2 xdx 


(>+P’)’ 


x 7 „ x 1 -+- ab 

: — -t-c= r 


D’ailleurs, 


r . Ç [x 2 + ab)dx 

y= / P dx = / — 5 —i ■ 

J J [«• — (x 3 -t-«ù) 3 ]* 

/ 

C'est l’équation de la courbe élastique (u° G03). 

558. L’équation peut s’écrire 

(t p 2 )'dx -+- x — 1 — adp = rf[x(i -t- j» 3 ) 3 ] . 

(i + P’V 

On tire p de là, et l’on trouve ensuite 

, , ,, ,, b -h (a 7 -h b* — x 2 ) 3 

y = (a 2 -t- b 2 —x 2 ) 2 — 61og ^ r — , 

c(x — a) 

b et c étant deux constantes arbitraires. • 


559. dp -t- (a 3 -+- x 1 ) 2 pdx — (a 3 4- x 3 ) 3 dx . 
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Cetle équation linéaire du premier ordre s’intégre par la 
formule connue et conduit à l’intégrale suivante ; 

I 

x* a a'x lia 1 -¥ x'V _ , 

a}y = 1 i — Cx’ 

9 3 9 

1 

- X -+- [ ci 1 -+- x 1 ) 2 

-4-c x(<i* + x>y -f-c a* log 1 -, ■■■ — » 

• Ci 

560. On arrive à une équation linéaire en posant 

1 

!> ~~ 

ce qui conduit à l’intégrale générale 

y -+* C' = log(x= — C J )— £ log 

561 . On pose 

y 1 -+- />’ = *’, 

et on arrive à une équation qui devient facilement linéaire 
et du premier ordre. On en déduit 




,y - c 


562. Celte équation peut s’écrire 

dp ( , dp' y 

= + )' 

c’est la forme de Inéquation de Clairaut. On trouve pour 
l’intégrale 

Cx •+- C f = log -t- /i(i -+- n J C’)’] . 

Il y a une solution singulière 

C -+- * 

y — na sin 
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CALCUL IHTÉGHAL. 


§ XVI. — Solutions singulières des équations différen- 
tielles du premier ordre. 


563. (x +y) 3 — \ay = o. 

564. y 3 = i+i'. 

C’est à propos de cet exemple que Taylor (t7i5) a re- 
marqué, le premier, qu’une équation différentielle peut 
avoir des solutions non comprises dans l'intégrale gé- 
nérale. 

565 . x 3 -4- y 3 — a’ = o . 


566. La méthode conduit à l’équation 

y’ — 4* = o; 

mais cette solution ne satisfait pas à la proposée. 

567. On trouve 


x = 


et, par suite, 




“* 


ap s 


(i + P'Ÿ 


2 i. 2 
x 3 -t-y 3 = n 1 . 


On obtient l’équation proposée quand on cherche une 
courbe telle, que la portion de la tangente comprise entre 
les axes coordonnés ait une longueur constante. La solu- 
tion générale donne toutes les tangentes à cette courbe * 
(n° 228). 

« 

568. On arrive à l’équation 


ax -+- b y — x 3 = o, 

qui n’est pas une solution singulière, puisqu’elle ne satis- 
fait pas à la proposée. 
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569. y ' — 4,r> = o . 

570. Pour qu’une intégrale d’une équation différentielle 
du premier ordre 

P) = ° 

soit une solution singulière, il faut et il suffit que la valeur 
de p qu’on en lire annule ^ sans annuler En appli- 
quant ici ce caractère, on trouve que 
y' — ix 4- i 

est une intégrale particulière de l’équation proposée, et 
que 

y* H- x*z= o 

en est une solution singulière. On obtient d’ailleurs facile- 
ment, pour l’intégrale générale, 

y* = ?.Cx 4- C’. 

571. C’ est une intégrale particulière. En différenliant la 
proposée, on arrive à exprimer son intégrale générale par 
le système de deux équations. 


§ XVII. — Équations différentielles simultanées. 

572. En éliminant j, il vient 


tfx 

~HF 


dx , 

+ 9^7 + *4 * 


4-5 1 — 3 e'; 


et, par suite, 


3. 




i 

— t 


7 


4- 1 — - e' 4- C|C _,, 4- C,e~ u , 
14 O 

4- 4 c' 4 -C,c— ” — 

24 3 
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CALCUL INTÉGRAL. 


573. x = V- g.* + lC,i + C)r*' 1 

574. On trouve, en éliminant y et z, 

— — (a' b 4- »‘c+ é'V)^ -+- [ab"c + a"bc')x — o, 
dt 3 dt ' ' 

dont l’intégrale est 

.r = C, e“*4- C, e Sl 4- Ci e 5 '*, 

«, S, y étant les racines de l’équation 

«’ — (a 1 6 4- a"c 4- b" d)u 4- a' b"c 4- a" bc' — o. 

Connaissant x, on trouve facilement y clz exprimées en 
fonction des mêmes constantes arbitraires. 


ne — co 

575 . x = ; — y— jy 4- C, cos [ht 4- a 1 4- C, cos( ht 4- 6) , 


ba' — ab' 
cb' — bc' h* 4 
ba' — a b' a 

h 1 4- b 


- C,CO»(/.f 4- a) 
C, cos ( ht 4- 6 ) 


A* et k * sont les racines de l’équation 

u 5 — (a' 4- b)u 4- ba' — ab' = o, 


et C, , C> , * , o désignent des constantes arbitraires. 

57C. x — cos 2 1 — 2 sin 2 i 4- rosi 4- C, cos ( 2 ’ t 4 - a) 

4 -c, 005(3*/ 4- e). 

La valeur de y se déduit facilement de celle de x. 

577. O 11 obtient une équation qui ne renferme plus de 
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termes indépendants des dérivées, en éliminant ni entre les 
deux équations du système. On trouve ainsi 


rcos9 


rf»8 

dr 


2 cos 6 


dr d 8 
dt dt 


. rfô’ . d 2 r 

— r sin 8 — h sin 8 — — = o. 

dd dt 1 


Or le premier membre de cette équation est la dérivée 
seconde de rsinO par rapport à t \ donc 

(3) rsin9 — at + b, 

a et b désignant des constantes arbitraires. D’un autre côté, 
si l’on multiplie l’équation ( 1 ) par sin0, l’équaliou ( 3 ) 
par cos0 et qu’on retranche le premier résultat du second, 
il vient 

d’r rf9 J . d^Q , dr dO 

cos 8 — r cos 8 — r sin 8 — 2 sin 8 - — « 1 = 0 , 

dO dt * dO dt dt ’ 

équation qui se ramène à 

d 1 (r cos6) 

— 5 — ' : ni ; 

dt' ’ 

par suite, 

tnt 2 

(4) rcos8= — — I- Ct -I- C'. 

Les relations (3) et ( 4 ) donnent la solution du problème. 

578. Multiplions la première équation par x , la deuxième 
par y, la dernière par z , et posons 

, ' r= f xyzdt ' 

il vient 


x' = 

2 (b — 

c) 

a 

— y -t- a, 

y'= 

2 (c — 
b 

") -4-e 

— f 6, 


2 (a — 

b) 


C 

a, -+- 7 
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a, ë, y étant trois constantes arbitraires. On déduit de là 


Cette équation ne peut s'intégrer généralement qu’au 
moyen des fonctions elliptiques, ç étant exprimé en fonction 
de f , on aura aussi y et z en fonction de la même variable. 

Les équations proposées se rencontrent dans le problème 
du mouvement d’un corps solide qui tourne autour d’un 
point fixe, et qui n’est sollicité par aucune force. 

579. Les équations données reviennent aüx suivantes : 

. d’x i/Ri d'y rfR/ d'z itft: 

dt' dr r ’ dt ’ dr r dt ' dr r 

On en tire 

xdy — ydx = C,dt, ydi — zdyz=C t dt, idx — xdzz=zC,dt. 

Si l’on ajoute membre à membre les carrés de ces équations, 
le résultat peut s’écrire 

( 2 ) [X* -\-y' -t- z') [dx' -+- dy'-\-dz') — [xdx-\-y,dy 4- zdz}' K'dt 1 , 

A* représentant la somme Cj -+- C’ + C’. 

D’ailleurs, en multipliant les équations ( 1 ) respective- 
ment par acte, a dy, 2 Az et ajoutant, il vient, 2 B dési- 
gnant une constante arbitraire, 

dx' ■+■ dy ' -t- dz' = a ( R 4- B ) dt 
ce qui permet de mettre l’équation (a) sous la forme 

(3) ( xdx -hydy -+- zdz)' — [ 2 r J (R •+• B) — K']dt' = r'dr'. 
On lire de là 

I 

(4) rf/ = [ar’(R-t-B) — A’prrfr; 
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SOLUTIONS. 

rfVr r/R A- 

dO tir r ' 


3ai 


Ce résultat nous permet de déduire de la première des 
équations une relation qui ne renferme plus R; on trouve 
ainsi 


ou bien 


d'x r. d' r A’ x 

dO r dO r’ r ’ 


Changeons de variable indépendante et posons 


(5) 


r* A 

de d<f’’ 


la relation précédente devient 


'(?) 


et, par suite, 




- — g, cos<p -+- h, sin f . 


On aurait de même 


- = g, cosç -+• A, siniy, 

* i • 

~=gj cosij. +• A, sin<p. 

D’ailleurs les équations (4) et (5) nous donnent 
t -+- a — J ' [ar’(R 4- B) — A 2 ] 1 rdr, 
T -t-S = J \r-'[*r'(R + B) — A’f*. 
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3aa 

Les constantes arbitraires A, B, <*, 6, g t , //,, etc., ne sont 
pas toutes indépendantes. En effet, si l’on élève au cairé 
les valeurs de x , J, z, on trouve 

^cosVffî + tfî + SJ) + «n’f(AÎ + *; + /< î) 

-t- 2 sin f cosç(g, A, -t- gji, -4- g, A,). 

Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de <p, on en 
conclut 

p 2 _1_ «r 2 -4— cr 1 * 

& i — *9 

h] -H A; -t- h\ = I, 
g'i*. -i- gJh-h g 3 A, = o; 

de plus, 6 modifiant seulement les constantes g t , //,, etc., 
on peut le supposer nul, et il reste en définitive six con- 
stantes distinctes. 

Observons aussi que les intégrales qui déterminent t et o 
ne sont pas indépendantes. Si I on pose, en ell'el, 


on a 


■ = /*! 


ar*(R -t- B) — A 1 ]’, 


rl S 

# + * = rf5’ 


y -t- % “ 


rfS 

7x' 


Si R = p» p désignant une constante, le calcul précédent 

donne la loi du mouvement d’un point matériel attiré par 
une force centrale qui varie en raison inverse du carré de 
la distance. 

Ce calcul, dû à M. Binet, a été appliqué par lui au cas 
d’un nombre quelconque d’équations. 

( Journal de LiouviUe, t. II.) 
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§ XVIII. — Équations aux différentielles partielles 
linéaires et du premier ordre. 

580. Il faut intégrer les deux équations simultanées 


On trouve 


dx dy ydz 

x y ~ x* 


C .r 1 «r î 

S =_ + C'=_+C'; 


d'où, en désignant par <$> une fonction arbitraire, 


2 = 3 ~ ? (*s)- 


581 . Les équations à intégrer sont 


JC -h Y 

dx = — dy = —-d. dz-, 


la première donne 
et, par suite, 


y + x — C, 


582. On a 


z = C ' c C — e* + ’ jr j [x +/). 


dx dy dz 


d’où 


y’ — jc i = C, 


= C', 


x -h y 

z = (*-t-yfo(y , — x') 


583. xdx—ydy—y 3 - 


dz 


d’où 


y' — x’ — C, z — Cy, 


21 . 
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584. 


CALCUL INTÉGRAL. 
tl.r dy zdz 

* ~ y ~ *y ’ 

y = Cx, z'— Cx 1 -H C', 


z 1 = xy -h y 


(:)' 


585 . -l!±=± = ±. 

xy' y 1 axz 

_aC 

xy — C, * = C'« 3r ‘ : 


3 ï' 


?(*r}- 


586 . - = -£ 




I fl QOSpjr 

on tire de là 

y -h ax= C, 

e „, m cosp(C — ax) — ap sin/j(C — ax) 

m’ a 1 p 1 

— e»* 'n rospr — apûnpy 

m J •+■ » 

et, par suite, 

, m C0 W - a P sin^r . , . 

1 — r r - ; — r - ; (-?(> + ax). 

m 1 -4- a’p 1 ‘ w ' 

587 <1X — <lr — rh — àu ■ 


JCJ'Z 


d’où 


« — ~y l — g" ( bz -+■ cy) -4- bc — y- y (y — bx , z — rjr). 

588 . — =J^ = *. 

y-hx y — x z 

La première équation peut s’écrire 

xdy — ydx y-ticdx y- y dy — o, 

qui s’intégre immédiatement au moyen des coordonnées 
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polaires, et donne 

x 1 

arc tang log (.r’ -+- y 1 ) 7 = C. 

On a aussi 

dz xdx-bydy 

T “ ,r> 

d’où 

z = C '(**+/•)’; 

et, par suite, 

s= {•*’ -t-j 1 )’ ÿ J^arc tang j — log(x> -t-j’) 1 j • 

dy sinr</i 

589. cos xdx— — = ; 

a z cos j 


* = {sin^)‘ , (|>(j' — a sin x ) . 


590. 


d.r dy 

y — bz az — x 


dz 

bx — ay ’ 


multiplions les deux termes du premier rapport par a, 
ceux du second par b \ chacun de ces rapports sera 
égal à 

a d.r -+- bdy -+- dz 


ce qui exige qu’on ait 


ax -y by -h z — C. 


On trouve semblablement 


d’où 


x'-by 1 -t-z* = C'i 
x 1 -h y 1 -+- s’ = f («x -b by -t- z) 
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<L r. <ly y riz 

x 5 y ’ x 5 


x J x 

Z — -+- — “f- 0» 
2 / 2 ' 


(^) 


rfx </r 

* J 


592. — = ^- = 


tlz 


593. - 

X 

Soit fait 


ix y («’ — i ') 1 ’ 

= flsin [*r + t(f)]- 

«y 


(I +.T 1 )’ 


rfz 

XV 




■ =: r/n. 




d’où 


(. -»-/>)’ 


x ~ . f 




(i -k-y'Ÿ -'ry-e', (l +/’)’ — / = c~% 
2 r = e' — ir~ '. 

Il en résulte 


r ' . 

z= -, — -t- <p ( •' — «); 


4 


et, par suite, 


*= J [(« • 


\ [(»•+• r'V—y] iogx + <p C 


594. 


. * y 

hZ°<f -, - 

■ — a) t \z z 
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dy riz 


?.27 


du 


y -h z -h u z -I- u -h x u -b J- -+-y x -b y -b z 
Ajoutons terme à ternie -ces rapports égaux, il vient 


d[x -b y -t- z -+- u) 


dx 


dv 

3 ( x -+- y -I- z -+- «) y -b z -b u Se’ 

en posant 

D’ailleurs, on a aussi 


dy — dz 
-—J 


d (y — i) dv 

y — z 3 1 ' ’ 


d’où résulte 


"(y — *)* = G. 


On trouve encore, à cause de la symétrie, 

v(z — «)* = C', v (u — x)’ = C"; 
l'équation intégrale est doue 

?[■' (y— *)S »(« — */]= o. 


§ XIX. — Calcul des variations. 


Formules générales : 

V = F ( r ) y J p, y,...), dV — M dx -4- N dy -b P dji -b Q'/y -t-.... 


F — 


dy 

dx' 


1 1 = 


dx ' 


•f. 


V dx — A, 


r x < 

- / Ut» 

J T, 


dx. 


A Xj représente ce que devient la fonction A quand on y 
remplace les lettres qui y entrent par les valeurs qu elles 
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prennent à la limite x = x, ; a une signification ana- 
logue. D'ailleurs, 



# R _ 

tlx* 

— 9 



rfR 

dx 



-+- S y ^ P 
S p ( Q 


JQ 

d.r. 

d R 
dx 


rf’R 

-4- 



B = N — ■+■ 

dx 


dx ' 


rf’R 

dx 1 


(i) \ x< A x> = o, 

(a) B =o, 


+ . . . . 

équation aux limites; 
équation indéfinie. 


Si V renfermait x 0 , T|,j„ y t , p t , p,,... valeurs de x, /, 
p relatives aux limites, on ajouterait au premier 
membre de l’équation ( i ) la quantité 



r x, d\ , 

r x > d\ , 

Sx, 

c 

I —dx -h S y , 

/*. dx " 

/ — dx- 4- 


r T 'd\ 

r x 'ds , 

"4- S x x 

i 

1 —dx -h Sy, 

Jx, dx > 

/ —dx + 
)x, d r< 


Lorsque la fonction V ne contient pas de dérivée d’ordre 
supérieur au second et qu’on suppose en outre M = o, 
l' équation (2) se remplace par celle-ci : 

V = P p 4- Q q — p ~ -4- C ; 

IIX 

et si l’on a à la fois 

M = o, N = o, 

îlle se remplace par la suivante : 

V = Q 7 4 - Cp -+- C. 
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Lorsque V' renferme plusieurs fondions de x , chacune 
d’elles donne lieu à une équation de la forme (a), à moins 
toutefois qu’elles ne satisfassent à une ou plusieurs équa- 
tions données. 

590. O 11 trouve 

I 

x + 2a(x’ -t- y 1 ) 1 —o, 

équation à laquelle on peut arriver sans employer la mé- 
thode des variations. En faisant tourner la courbe obtenue 
autour de l’axe des x, la surface de révolution qui en ré- 
sulte renferme un volume qui, parmi tous ceux de môme 
masse, exerce l’attraction maximum sur un point de l’axe. 
L’attraction est supposée proportionnelle aux masses et en 
raison inverse du carré de la distance. 

597. L’élément de la surface en question est 



p désignant le rayon de courbure; on a donc 


S 




<1 


<lx. 


Comme x et y n’entrent pas explicitement sous le signe, 011 
trouve, d’après les formules générales, 


bien 


tl^g!' = c, h- c 

1 '/ 


(l -t -// 1 


: C/t ■+■ C' ; 


ce qui peut s’écrire encore 


f 


C p + C' 
(1 -t-/,’*’ 


C riy -t- C' i/x 
Us 
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Par un changement d’axes convenable on obtiendra 


ou bien 



dx ~ — a 


ipt! /i 

{'+ P’ i 1 ' 


dont l’intégrale est 


On déduit de cette dernière 

I 

djr=(U [x-=-b- ') ’’ 

équation différentielle d’une evcloïde. 

Les quatre constantes qu'introduit l’intégration com- 
plète sont déterminées par les conditions de la question. 
Dans le cas où l’on donne les points extrêmes A et B, sans 
donner les tangentes en ces points, l’équation aux limites 
se réduit à 


Q, Sp , — Q 0 Sp,~o ou Q,— o, Q, = o; 


par suite. 


If.—ÏD, f/,~ 00 . 


Les points A et B sont donc les points de rebroussement de 
la cycloïde. 


508. Celle question est celle du numéro précédent gé- 
néralisée; elle se traite de la même manière. On trouve 
en elfet, pour 1 équation différentielle, 



y" 


S»-l- I 


C/; + c — 


(i -+- r 2 ) 1 

n 

y" 
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3 n 

(i -+-P') » 


= Cp+ c, 


ce qui peul encore s écrire 


P* 


C p •+• C' 
(i + P 'Ÿ 


En changeant convenablement les axes, cette équation de- 
vient 



Prenant maintenant l’axe des x pour l’axe des y et réci- 
proquement, et désignant toujours par la lettre p le coeffi- 
cient angulaire de la tangente, on a 


(•) 


Substituons à p sa valeur 


K 


(i +t‘'ï 


(i -f- p')' dy 
pïlp 


cl intégrons, il vient 


dx : 


(nr -h li)" 1 dy 


On peul démontrer que dans les courbes définies par cette 
équation différentielle le rayon de coifrbure est propor- 
tionnel à une puissance de ( ordonnée. On tire en effet de 
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l’équation (i) 


CALCUL INTÉGRAL. 


np ,,_ 'f/p= — K ( i —H ) ’ tl/j— — K — ; 

P 

et, par suite, 

piH-' ~ A/ -t- /, 

ou simplement 

p" +l = Ar. 

en changeant convenablement les axes. 

(O. Bonnet, Journal Je Liouville, t. IX.) 

599 Soient r et 9 les coordonnées polaires d’un point 
quelconque de la courbe, ds l’élément de l’arc, /•„ et r, les 
valeurs de r qui correspondent aux constantes x 0 et je, ; 
si l’on fait seulement varier 0, ce qui est permis, ta condi- 
tion du maximum ou du minimum nous donne 


et, par suite, 



Celle équation intégrer (n° 398) prend la forme 
r"-*- 1 cos (n -+• i) (0 — 0„)-= C = r„" +l . 


Les courbes que celte équation renferme jouissent de la 
propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les 
intégrales eulériennes de seconde espèce (Serret , Journal 
de Liouuillc, t. VII). Ou les obtient aussi en cherchant la 
Ogure d’équilibre d’un fil flexible, homogène, dont la ten- 
sion varie d’un Y 0,,lt à l’autre proportionnellement à 
l’épaisseur, et dont tous les points sont sollicités par une 


Digitized by Google 



SOLUTIONS. ,V3 

force centrale en raison inverse de ia distance. (O. Bonnet, 
Journal de Liouville , t. IX.) 


G00. 


S f (x—x,) n ds 

J*. 

— ! ’[tf(x — Xu )"~ — $X«) ■+• (x — X,)"rf.Jl]. 

J*. 


On a d’ailleurs 


ds* = dx 1 -I- dy* ■+- dz 1 , 


et, par suite, 


, . dx , . dy dz , . 

d.Ss z= — d. Sx -4- il ,$y H — -d.Sz. 

ds as ds 


Après avoir substitué celte valeur dans la première équa- • 

tion et intégré par parties pour faire sortir du signe J les 

différentielles des variations, on arrive aux équations sui- 
vantes : 



A représentant l’expression 



Sx + %s r 
ds 


dz „ \ 

ds Sz J' 


Les deux premières suffisent pour déterminer la courbe. 
On en tire 

s — ay -f- b ; 


donc la courbe est plane. Si ou la suppose située dans le 
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L’équation (3) devient alors 


( 4 ) 


/ r , , <ix ~\ . 

dy~ 




", dz~ 


_ {X ~ Tt) "ds_ 


Dans les multiplicateurs de 5y 0 et £î 0 on peut remplacer 
l’indice r<> par l’indice x t , caron a, pour tous les points de 
la courbe, 


{X — .T,)" 


dx 

ds 


— const., 




(h 

i/s 


— const. 


L’équation (4) ainsi modifiée prouve que la tangente à la 
courbe cherchée au point Pi est perpendiculaire à la tan- 
gente au point P 0 considérée comme appartenant à la 
courbe C 0 . 

L’imégration des équations (t) introduira quatre con- 
stantes, et il y aura en outre à déterminer les six coordon- 
nées des points P 0 et P,. Il est facile de voir, d'après la mé- 
thode générale, qu'on obtiendra en tout dix équations pour 
calculer ces valeurs. 

Les courbes renfermées dans l’équation ( 2 ) s’obtiennent 
en faisant rouler sur Taxe desj' les courbes dont l’équation 
est 

r m cos m 6 = r" • (N" 59!).) 


601. Si l’on suppose la génératrice du cylindre parallèle 
à l’axe des z, la surface a pour équation 

(1) 
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La comliiion du minimum nous donne, en supposant les 
limites constantes, 


, , r*' ( ,dx . ,dr , jdt, \ 

(2) + 

D'ailleurs la relation 


dx dy 


déduite de (t), permet de réduire à deux les variations sous 
le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes : 


(3) 

dz 

d ds=°' 

(4) 

do . dx. do dr 

d ld— = 

dy ds dx ds 


dont la dernière est une conséquence de (i) et (3). 

Cette équation (3) apprend que pour toutes les surfaces 
cylindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle 
constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à pré- 
voir. 

Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations 


c’est une hélice. 


x i -\-j i =a 1 . 


% — bs ; 


602. Il s’agit de rendre maximum l’intégrale 

J P x \ 

I (j* dx — ay ils ) — o. 

*• 

On trouve, en faisant varier seulement l'abscisse, 


dx 

b\ 
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£.-*) # . r 

Wy'-b'-bri 

Cette équation n’est pas intégrable en général, mais on 
peut toujours obtenir s en fonction dey. On a en effet 

aydx __ a y dy 

ds — , , — — p 

J ' [«V- (/•-*)*]’ 

ce qui s’intégre sous forme finie. 

Si b = o, la courbe est un cercle. 


603. La. théorie des maximums et minimums relatifs 
nous donne 


* r [lr* 

Jx 0 


-+- 2ay )tlx -+- 2 b ds] — 


O. 


Si l’on fait seulement varier l’abscisse, il en résulte l’é- 
quation différentielle.. 

1 dx 

> ’ 4 - 2 oy -t- 2 b — = G, 


ou bien encore 
et, par suite, 


[y-yaY+ib ^ = C, 


. dx „ 

' ,+ 2 ^= C ’ 


dx === - 


dy{ C- r a J 


[4*’- (C-jr*)*? 


C’est l’équation de la courbe élastique (n° 557). C’est 
aussi celle dë la courbe que décrit le foyer d’une ellipse 
ou d’une hyperbole dont le grand axe est 2 b, et qui 
roule sans glisser sur l’axe des x. 

a 2 
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604. La question revient à trouver la fonction de x qui 
rend minimum le produit. 

J r r > i /* T , 

I ( t + />’)’ dxX I ydx. 

*. J*. 

Or, si l’on cherche en général à déterminer une fonction^ 
telle que le produit UV soit maximum ou minimum, U 
et V désignant deux intégrales définies quelconques prises 
entre les mêmes limites, on est conduit à la relation 

UJV-t-VJU t=o. 

Les multiplicateurs des variations sont ici des constantes 
qu’on pourra calculer dès que la fonction sera connue. 

Dans le problème proposé, l’équation à laquelle il faut 
satisfaire est la suivante : 


( = ) 



n*i i 

ydx-hBS I (i+^’j'ifcro, 

J*. 


A et B représentant les valeurs constantes que prennent res- 
pectivement les deux facteurs du produit (i) pour la valeur 
cherchée de y. 

L’équation (a) peut s’écrire 


>/[ 


« y -t-(i -t- p' 


)*]** = ' 


il en résulte l’équatiorf différentielle 


cdx ■ 


(i+p'Ÿ 


et, par suite, 


( x — a y -+• (y — b )* = c’. 

Il est manifeste que l’arc de cercle qui répond à la question 
doit tourner sa convexité vers l’axe des X. 
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Les constantes A et B, dont le rapport est le rayon même 
du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles 
expriment les valeurs. 

605. jr variant seul, on a 

ê ( sf'dxxz.n ^ 

Jx, Jx 0 


Afin de faire apparaître sous le signe la difiérentielle de Ss , 
on pose 

is"-'d r = H. 

Il en résulte 

/- 'dxis = — J'îldts, 

et, en ayant égard aux limites qui sont supposées constantes, 


J f x , C x ' r 1 ' 

s”~‘dxSs = — I I Ssd 

x, J*, 



L’équation de la courbe est donc 


H 


d JL 

ds 


= a, 


d’où 

tid^f-hdll -f = o; 

IIS (U 

et, par suite, 

dr dy 7 

( A ) ad d7 + d? s "~' dx = °- 

Soit fait -f = u, l’équation (A) devient 


a du 


— -+- s"~' d.s — o , 


«*( 1 — «’)’ 


•22. 
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tljr : 


nads 


(72’ a 7 -+- (j" -+- e)*]’ 

Pour 11 = 1 , 011 trouve la chaînette. 

GOG. Le dénominateur de l’expression proposée ne de- 
vant pas changer avec la nature de la courbe, il suffit de 
poser 

/’ x ‘ 

5 I X tf ris — O . 

d*. 

Celte équation devient, en ne faisant pas varier x, 

/**. 

I [xv/ds Ss -H xifd.Ss) — O. 

J JC, 

Afin de faire apparaître partout sous le signe la différen- 
tielle de 5 s , 011 pose 


d’où 


J.r<f'ds=: H; 

Ç jrif' ds Ss — H<îr — J' H d.ds, 
et en ayant égard aux limites qui sont constantes, 

I xtf'dsSs — — Ç Hcf.dj. 

Jt, Jx, 

O11 trouve alors pour l’équation de la courbe 


d'où l’on tire 


( H — •*?) %~ a ' 


, d x d y , 
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et, par suite (n° 605), 

d f = - 

\ 

I 

en posant 


solutions. 


a ds 


Mi 


u-+ [F(,) + C]*l 


F(, 


)=J'f ds - ' 


Si <p = i, on trouve la chaînette. 

Le cas général est celui où l’on cherche parmi toutes les 
courbes de longueur donnée celle dont le centre de gravité 
est le plus bas, en supposant que la densité soit en chaque 
point fonction de l’arc qui y aboutit. 

607. Posons, pour abréger, 




rfr. 


dx— y " dx ~ 3 1 


on aura, p désignant le degré d’homogénéité, 


P U =T, 


du 

dÿ, 


Xi 


du 

i/ÿ: 


par conséquent, 


( A ) 


du 


p du =/, d -t- y\ d 

d ) , 


du 
dj i 


du , du , 

W*'' 


D’un autre côté, puisque l’intégrale J ' udx est un maximum 

ou un minimum, sa variation est nulle. En observant que 
les fonctions yujt, ...,/„ ne sont liées par aucune rela- 
tion, il en résulte 

du du du du 

d —tt — — de , d—r — — dx, 

«T, dy, dy dy , 
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Par suite, l’équation (A) devient 


p du 


et comme p 


du , du 
j — dy , H — t d ï* -+-•• • 
dy, dy, 

du , , du , , 


du ; 


st supposé différent de i, on en conclut 


« = C. 


c. y. r. u. 
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TROISIÈME PARTIE. 


OUESTIOPiS DIVERSES. 


608. Vérifier la relation 

xE— (x — h)P + . . . -t- (— 1)" j (x — nh)P-\-, . . 

+ ( — 1 )™ (x — m/i )p — o , 

où l’on a m > /> , m et /; représentant des nombres en- 
tiers. 


609. Vérifier la relation 



610. Si /'(z) est une fonction qui prenne la forme P-H Qf 
quand on pose 

z — x iy, 

P et Q étant des fonctions réelles en x et y, on a généra - 
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lement 

(0 


(2) 


QUESTIONS DIVERSES. 


I d“ P 


d"Q 


| dx‘dy 

) rf, 'Q _ ^"P 

( rfx*rfy»~* tix*-' c(r” -*+< ' 

rf"P ,/«P 

dx x — 1 dy "—*+»’ 


dy"~ k 

I _J?1Q 

l dx*dy n —* 


i/"Q 


r/x*—tr/yn—t+i 

(Prouhet.) ■* 

611. Logx lie peut être égal à une fonction rationnelle 

eX ' (LlOU VILLE.) 

612. Déterminer ? (x) par la condition 




613. Ué m „„ lre , 1 „,.,. f i (x) cst i<lcn|i 
nnllo Si on a, pour toute valeurétez^ 


f X "?(- T )dx = o. 

J a 


614. Prouver, au moj.u delà formule de Wallis la li. 
mile des expressions 

f * 

"’jf cos, " erf9 > i: cos u+ '$dB, 
quand n croit indéfiniment. 

615. Soit la fonction 

le nombre des polynômes élevés au carré étant égal à 
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Les variables x, , x a , . . . , x„ sont liées par des relations 
linéaires à n autres variables t/,, de telle sorte 

qu’au moyen de ces dernières la fonction prend la forme 

A,«î -t- A,u] . .-I- A 

démontrer que le produit A,Aj...A„ est un carré par- 
fait. 


616. Quelle doit être lq relation s = (p(x), pour que 
l’intégrale 

X * ds 
(h — xŸ 

soit indépendante de h? 

617. Quelle doit être la relation s — p (x) pour que l’in- 
tégrale 


(A — x) n ds 
D 


soit indépendante de h? 

618. Étant données les deux équations 


(*) 

( 2 ) 


d-y 

dx" 


P 1 


d’-'y 
dx «-> 


d"y _ <l n -'{p,y) + 
dx" dx“~' 


- + p*y = o, 

■ .±p„y = o. 


dans lesquelles p t , p a , . . . , p n sont des fonctions de x, 
démontrer que toute solution de l’équation ( 1 ) est un fac- 
teur qui rend intégrable l’équation ( 2 ), et réciproquement. 

619. Etant donnée l’équation 


d 



d.r 


GV = u, 
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dans laquelle V, K et G sont des fonctions de x , K res- 
tant constamment positif, démontrer que V et ^ ne peu- 
vent s’annuler pour la même valeur assignée à x. (Sturm.) 
020. Si l’on connaît une intégrale première de l’équation 


?è = F (r>*)> 


on peut toujours obtenir son intégrale générale au moyen 
des quadratures. (Jacobi.) 

621. Soit l’expression 


(A) H n y -+- A,D"-' r + h A,, D*-Pjr + • • . -4- A„y =f(y), 

où A, , A, ,. . . , A p , . . . représentent des fonctions de la 
variable x , et où l’on a fait, pour abréger, 


dPr 

= hp j . 

dxP 


si r on désigne par u et v deux fonctions de la même 
variable, on trouve 


(B) 


/(«<’) = nf[v) -+- D«. '/[<’) 


D Pu 


(P) 


/(<’) 


D" u 
i . 2 . . .n 


.<«) 




quelle est la loi de formation des quantités (e) ? 

622. L’expression <F) f{y) étant dite la conjuguée p‘ im ‘ de 
J (y) (n° 621 ), on a les théorèmes : 

i° Si la fonction y t annule identiquement f(y) et ses 
p — i premières conjuguées, l’équation différentielle 


(>) 


f[y) =o 


admet les solutions 


( 5 ) cy i » e, *T, . c, x*y t , . . . , Cp_, xf-'y, , 

<■', c, , t' ( ,. . ., r p _, désignant des constantes arbitraires. 
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»° Si les p solutions ( 2 ) satisfont à l’équation ( 1 ), 
l’équation 

<*)/(/) = o 

est satisfaite également par les p — h premières solu- 
tions (a). 

3° Si les équations 

/(r) = o, f[y)= o 

ont une solution commune cy u et si la seconde est satis- 
faite en outre par'les solutions 

(3) e,ay,, c,J c„_, Jp-’y,, 

la première l’est aussi, et elle admet déplus la solution 

r„_i je» -1 y, . 

623. Soit une solution de l’équation linéaire 

D/4- A,/ = o; 

si l’on déduit de cette équation la suivante, 

( 1 ) D"/+ A,D"-'r 4-. . .-t- ) A^-ry-h... 

4- A„y = <? H (y) = 0 , 

dans laquelle on a 

Ap+i Ai A^i 4- A^ , 

A' p désignant > celte nouvelle équation est satisfaite par 
les 11 intégrales 

c/, , e , . ry , , . . , , r„_, x—’y,. ( Brassirb.) 

62'». L'équation 


r/’V ri-V rDV 

+ ~îiÿ> ’ + ‘ IhF 
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est satisfaite par l’intcgrale 


sss—, 


dadbdc 

-h Lr — b) 1 -t- (z — e)»]* 


dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver 
une solution de forme semblable pour l’équation 

rf’V (i’V d 2 \ rf’V 
dx 2 dy 2 tiz 1 du 1 


n étant le nombre des variables indépendantes. 

025. Sachant qu’une fonction F (x) est égale à la somme 
de la série convergente 


A» -4- A, cosx -4- A 2 eos 2 x -4- . . .4- A„ cos nx -t- . , . 


pour toutes les valeurs de la variable comprises entre o 
et n, ainsi que pour ces limites, démontrer qu’on a géné- 
ralement 



cos nxdx. 


626. La proposition précédente étant vraie pour la fonc- 
tion 

e ax -4- e-", 

en conclure la relation 


ir e" -t- e - " i a cosx 
2 e — “n la a 2 - 1- I’ 


a cos 2 x 
a 2 i 2 


a cos3x 
a 2 -t- 3 2 


627. Sommer les séries 


i i i 

u 2 + i 1 u 2 -t- 1 2 u 2 4- 3’ 

i i i 

u 2 -4- t 2 + n 2 -4- 3‘ " + ” u 2 4- 5’ 


(Euler.) 
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C28. Sommer la série 




4 1 


C29. Trouver la courbe dans laquelle la projection du 
rayon vecteur sur la tangente a un rapport constant avec la 
distance du pôle à cette môme tangente. 

630. Trouver la courbe dans laquelle la dislanccde l’ori- 
gine au pied de la normale a un rapport constant avec la 
longueur de cette normale. 

631. Trouver la courbe dont l’aire est égale au cube de 
l’ordonnée divisée par l’abscisse. 

632. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscates 
dont l’équation est 

(x 1 ■+■ x , Y = a’i * 1 —y 1 ), 
a étant un paramètre variable. 

633. Trajectoire orthogonale des ellipses données par 
l'équation 

x 3 r* 

7? + T' = 1 ’ 

le paramètre variable étant b. 

634. (Fig. 27 .) Trouver la courbe qui coupe une série de 
paraboles ayant même axe et même sommet, de telle sorte 
que les aires AMP, AM'P' soient égales à une surface 
donnée. 

635. Trouver la courbe qui rencontre une série de cer- 
cles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cercles, 
compris entre une droite lixe menée par le centre et les 
divers points de rencontre, aient une longueur constante. 
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G36. On peut toujours trouver, sur un quadrant d’ellipse, 
deux points tels, que les normales qui y passent soient à la 
même distance-du centre. Relation qui lie les abscisses de 
ces deux points. (Points associés.) 

637. Soient m et m , deux points pris sur un même qua- 
drant d’ellipse, u et p, leurs points associés (n° 636); dé- 
montrer la relation 

arc mrn, — arc pp, =/>, — p, 

p t et p étant les longueurs des perpendiculaires abaissées du 
centre de l’ellipse sur les normales aux points m et /«,. 

638. Trouver une courbe telle, que la longueur de l’arc 
soit dans un rapport constant avec la distance de l'origine 
au pied de la tangente. 

639. Trouver la courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure est égal à n fois la normale. 

640. Trouver une courbe telle, que, si d’un point fixe pris 
dans son plan on mène des rayons vecteurs à ses divers 
points, la projection du centre de courbure sur le rayon 
vecteur engendre une courbe semblable à la première. 

641. Trouver une courbe semblable à sa développée. 

642. Trouver la courbe dans laquelle une puissance don- 
née de l’abscisse est proportionnelle à l’arc. 

643. On suppose que la courbe dont l’équation est, eu 
coordonnées polaires, 

r"‘ cosmO — a m , 

roule sur une droite donnée, et l’on demande le lieu décrit 
par le pôle. 

644. Si les plans normaux d’une courbe sont tangents 
à une sphère donnée, la courbe est rectifiable. 
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645. Trouver la courbe qui coupe sous un angle constant 
toutes les génératrices d’un cône droit. 

646. Lieu des points de rencontre des plans tangents me- 
nés à un ellipsoïde par les extrémités de trois diamètres 
conjugués. 

647. Par le centre O d’un ellipsoïde on mène un plan 
quelconque et une normale à ce plan, puis on porte sur 
cette normale, et dans le même sens, des longueurs OA, 
OB égales aux demi-axes principaux de la section obtenue; 
trouver le lieu des points A et B. 

648. Surface enveloppe d’un plan qui touche deux sphères 
données. 

649. Surface enveloppe des plans normaux à l’ellipse 
sphérique (n° 302). 

650. Par un point M d’une surface on mène un plan 
tangent, et d’un point fixe O on abaisse sur ce plan une , 
perpendiculaire OH. Si l’on prend sur OH un point M' tel, 
qu’on ait O.M'.OH égal à une constante K’, le lieu des 
points M' est tel, que la perpendiculaire OH' abaissée sur 
son plan tangent en M' passe par le point M; et l’on a 
aussi 

OM.OH' = K 1 . 

651. On donne deux ellipsoïdes Pet P,, concentriques, 
semblables et semblablement placés; des points de P, 
comme sommets on décrit des cônes tangents à P : démon- 
trer que deux quelconques de ces cônes se coupent suivant 
deux courbes planes. 

652. Etant donnée une surface qui sépare deux milieux 
homogènes, on suppose que des rayons lumineux passent 
de l’un dans l’autre en suivant les lois ordinaires de la ré- 
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fraction. Démontrer (jue si les rayons incidents sont nor- 
maux à une même surface, les rayons réfractés seront aussi 
normaux à une autre surface. (Dupin.) 

633. Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes 
les sphères passant par un point donné et dont les centres 
sont sur une droite fixe menée par ce point. 

654. Équation générale des surfaces qui coupent à angle 
droit l’ellipsoïde dont l’équation est 



655. Trouver une surface telle, que la distanced’un point 
donné A au point où une droite fixe AB rencontre le plan 
tangent en M soit proportionnelle à la longueur AM. 

656. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du 
point où la normale rencontre le plan des xy sont propor- 
tionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la 
surface. 

657. Trouver la surface de révolution pour laquelle la 
somme des courbures principales (courbure moyenne) est 
nulle en chaque point. 
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SOLUTIONS DES QUESTIONS DIVERSES. 


608. Désignons par A p le premier membre de la relation 
proposée. On voit facilement que A, est nul, quelles que 
soient les quantités x et h. Cela posé, la différentiation 
donne 

-I- ( — i )”’ -1 ( x -+■ - 

Si l’on faitx — h = z, le multiplicateur de mp devient 
m * \ (z — m — i Ii)p~' -4- . . . 

-t-( — i)"-‘ ('" _ | ^ (s — n — i h)p-'+.. .■ ' 

-+-( — i )"* -1 (* — m — i h)P~'. 

Or, pour p = 2 , ce facteur est identiquement nul, pourvu 
que m soit supérieur à p. A> est donc indépendant de A, et 
comme il est manifestement égal à zéro en môme temps 
que A, la relation est vérifiée pour p = ?.. On l’étend sans 
peine aux valeurs plus grandes. 

609. La relation est évidente quand m = i. En désignant 
le second membre par A„., les dérivées des deux membres 

?3 
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par rapporta x sont respectivement 

(2) m (x-ya)—', m A«_,. 

Si ces résultats sont égaux pour une certaine valeur de m, les 
fonctions ( x-\-a) m et A„, ne pourront différer que d’une 
quantité indépendante de x; et comme elles sont égales 
pourx = — a(n u C08), leur différence devra être nulle. Or, 
les expressions (a) sont égales quand m — 2 ; la relation ( 1 ) 
se trouve donc vérifiée pour cette valeur, et par suite pour 
toutes les autres. 

La relation ( 1 ), qui généralise d’une manière si remar- 
quable le binôme de Newton, a été donnée par Abel dans 
le tome I er du Journal de Crelle. 


610. En prenant les dérivées des deux membres de 
l’identi té 

/(*) = P + Q'> 


on a 




d’où 

(3) 


/'(■) ;£ = '/'(•)= 


rfP 

dy 


!Q. 

dy' 


rfP _ riQ riP _ _ riQ 

dx dy dy dx 


Ces relations (3) montrent que les courbes données par 
les équations 


P = a, Q = <>, 


où a et 6 sont des constantes, se coupent à angle droit. 
Différentiant les identités (3), il vient 


ri»P_ ri» Q 
dx* dx dy 

ri» Q ri» P 

d x 1 dx dy ’ 


ri» P _ ri»Q 
dxdy dy » ’ 

ri»Q _ _ ri»P 
dxdy dy » ’ 
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et, par suite, 


( 4 ) 


rf’P 

dx % 


d' P d' Q _ d' Q 

rfj' 2 5 rfx’ rfy 1 * 


ce qui démontre que les fonctions P et Q salisfont à une 
même équation aux différentielles partielles 

d 7 U ^ ( l 1 H 


Si l’on dilférentie les équations (3) h — i fois par rap- 
port à x, et n — h -+- i par rapport à y, on en déduit les 
formules (i). Les formules (a) se tirent des équations (4) 
en opérant d’une manière analogue. 

Ces formules (i) et (a), dues à M. Prouhet, l’ont conduit 
à des résultats algébriques et géométriques fort intéressants. 
(Sturm, Cours d' Analyse, Note IV de la deuxième 
édition.) 

Cil. Il faut démontrer qu’on ne peut avoir 

/ 

log x = -, 

? 

fe t ç désignant deux fonctions algébriques entières de x 
et premières entre elles. Pour cela, difïérentions l’égalité 
précédente, elle donne 

(î) ~ = —/?• 


Il résulte de là que tp doit être divisible par x, et que / ne 
doit pas l’être. Faisons donc 

<p = 

t|< étant un nouveau polynôme non divisible par x; nous en 
conclurons 

Ÿ ' = + 1 (.' x*. 

a3. 
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Substituant cette valeur et celle de ç dans réquation (i), il 
vient 

_ -i f> x » — n -ftfx?-' — f-y z", 

ou bien 

for* = *(+/' -/+')- f^- 

Cette dernière égalité est absurde, car le second membre 
est divisible par x et le premier ne peut l’être, f et ^ étant 
premiers avec x. Donc, etc. 

612. Posons 

ix = a, 

il en résulte 



tlz=nxo(x) = I i y(x)f/.r; 
Jo 


et en différentiant les deux membres par rapport à x, 


D’où 


n [*?'(*) +?(.*)] = ?(*)• 


I — n 

*(*)=c* “ 


613. Si la fonction y (a:) n’est pas nulle depuis x — a 
jusqu’à x= b, elle doit changer de signe-dans cet intervalle, 
sans quoi, les éléments de l’intégrale étant tous de même 
signe pour une valeur convenable de n, l’intégrale ne 
pourrait être nulle. Supposons donc que <p ( x ) change de 
signe, trois fois par exemple, et soient x, , x t , x, les va- 
leurs de x qui donnent lieu à ce changement. Soit fait 

i}i (x ) = [x — x,) [x — x,) (x — x,) = Ax’+ B.r’-4- Cx -+- D. 

Puisque l’intégrale est nulle pour toutes les valeurs en- 
tières de n, on a 
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et, par suite, 

J /. b /» b 

( A.r 5 + Bæ’H- C-r-t- D) (x) ilx= I \[i(.r)i|i(x)rf.r=o. 

a J a 

La dernière équation ne peut exister puisque, (x) et <p (x) 
changeant toujours de signe en même temps, l’élémeut de 
l’intégrale a toujours même signe. D’ailleurs le raisonne- 
ment resterait le même quel que fût le degré de ij/ ; donc, etc. 

614. La. formule de Wallis consiste en ce qu’on a, 
quand n croît indéfiniment, 


lim ^ 3-3.5. 5. . Am — i)(2/i — 1 ) ( 2 /z — t- 1 ) ^ 


ou bien 


2. 2 ..j .4 . . .O n . .'.n 


1 .. 3.5.7. ..(2/J — l) ( 2/f -t- I )* 

— hm - — £ ; — . 




2.4*6. . . 2 n 


Or 

par conséquent 


. . .. a 1.3.5 (2/J — 1 ) 

cos Jn 0//6= — — L, 1- 

2 2 . 4 . •• 2/J 


; U .. I .3.5... (2/J— l)(2/J-t- l)’ 

limA.n = - hm ? — — 

2 2 . 4 • . . 


(— =— V 

\ 2 « -4- I / 


OU 


L’équation 

f 


/, J 2 4 • • • 2 /j 

cos , ' ,+ ’ 0//0 = ,-.-3 

3 5 . . f 2 /» + o 
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conduirait d’une manière analogue à la relation 


JL fl J 

lira /i 1 / cos’* + ' QdQ = - . 

J o 2 

615. Considérons l’intégrale 

X -4-GO r* -f-oo /» -4-oo 

dx , j dx , ... / dx » e~ X , 

►00 «/—00 «/—.CO 

dans laquelle X représente, pour abréger, l’expression 

+ . . -ho„ar.) , + (è,x, 4- è,x,-t-. . .4- i.x a )’+. . . 

Pour en obtenir la valeur, changeons de variables et po- 
sons 

a, X, -+- <7, X, -+- . • • -4- d n X„ “ Z, , 

6, x, -f- 6,x,-h — b„ x,= t,, 


Ces relations étant du premier degré, l’élément de l’inté- 
grale transformée sera 

adz , dz,. . . dz„é~‘'~ c '~'" , 

les limites étant les mêmes et a représentant un coefficient 
rationne] en . . . Comme on a, d’après la formule B, 

p. 280 , 



il en résulte 

n 

K = an 1 . 

D’un autre côté, il suit des conditions données qu’on a 
encore 




4 , n! 
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a! étant rationnel par rapport aux quantités a,, b , , . . . . 
On trouvera donc 


et, par suite, 


(A,A 1 ...A,) i 




(A, A,. . . A„) s — -7» 


quantité rationnelle. 
616. Soit 


c. Q. F. 1). 


T= C (A — x) *d.\ — C (A — x ) 1 <f'(x)dx. 
J O «/O 

Afin d’avoir des limites indépendantes de h, posons 

zh — xi 


il vient 


T : 
r/T 


A‘ { i - z)~ ’ y' (zh) dz. 

Il faut que ^ soit nul, quel que soit A; on a donc 

o =r_‘!l —J 4 dz ( i — z) * £ i h ’ f [zh ) 4- A 1 <p* (zh ) z "J , 

=jf ,rf*A 1 (i — z) ’ ^ ?'(*/<) + zh<f" (zh) |- 


Soit fait 


il en résulte 


-f(.r) -+-**"(*) = F (*), 


S=jf 


F (*) rfjr 
A (A — .r )’ 
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Pour (pie l’intégrale soit nulle, quel que soit h, il faut 
que F (r) soit nul identiquement; car si F (x) n’est pas 
nul, on peut prendre h assez prtit pour que F (x) garde le 
même signe dans toute l’étendue de l’intégrale, et comme le 

facteur - r est toujours positif, l’intégrale ayant tous 

/<(/* — .r)’ 

ses éléments de même signe ne saurait être nulle. Donc 

</(*) + ?.X<p"(x) = O. 

On tire de là 



c’est l’équation différentielle de la cycloïde. 

Le problème que nous venons de résoudre n’est autre que 
celui delà tantoc/irone dans le vide. 

(Puiseux.) 

617. En raisonnant comme dans le numéro qui précède, 
on trouve 

dy — [A , ar _, <* +I > — i Y dx. 


618. Multiplions l’équation (i) par le facteur zdx, z étant 
une indéterminée, et intégrons par parties de manière à débar- 

rasserjy de tout signe de différentiation sous le signe / u " 
(l n ^ y m 

terme tel que p t donnera naissance à l’intégrale 


-f 




le signe -+- répondant à « — k pair et le signe — à n — k 
impair. Ainsi, le résultat de l’intégration se composera 

d’une partie débarrassée du signe J ' et de l’intégrale 

=t f y \~ - dn ^ Z) - + + . .± P „z] dz. 

J 1 | (L r* (/j.’ 1- ' itx a ~‘ 1 
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Si z satisfait à l’équation (2), l’intégrale s’évanouit; l’é- 
quation (1) devient donc intégrable quand onia multiplie 
par une solution de l’équation (2). 

L’autre partie de la proposition se voit facilement de 
la même manière. 


G 19 . Supposons que V ne soit pas nulle pour x = a. 
Comme l'équation différentielle proposée est du second 
ordre, 011 peut concevoir une fonction V, qui y satisfasse, • 
et qui diffère de V en ce qu’on en tire, pour x = a, des 

( l y 

valeurs arbitraires de V. et de — —ï différentes de celles de V 

dx 

et de — • 

fljr 


On a donc 
d 


(k — ^ 

d { 

\ dx) 

+ GV = 0. — 


rfV. 

dx 


dx 


dx 


-+- GV,= 0; 


d’où résulte, en multipliant la première par V, dx et la se- 
conde par V dx et retranchant, 


V,</ K 


dV 


dx 

par conséquent, 


V d K 


IL 

dx 


°="[ k KL v £)]‘ 


K (v,^ — vLL)=const. 
y dx dx. J 


On suppose que V n’est pas nulle pour x =a, et l’on peut 

dX 

se donner à volonté, pour x — a, des valeurs de V, et -~ 
telles, que l’expression 


K ( 


v.ë-V'S) 
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ait pour x = a une valeur différente de zéro, qui sera celle 
de la constante. On voit alors que, pour toute autre valeur 
de x, on ne peut avoir en même temps 



puisqu’il s’ensuivrait const. = o, ce qui est contre l’hypo- 
thèse. 

II suit de ce qui précède que la fonction V change de 
signe chaque fois quelle s’évanouit. On le fait voir absolu- 
ment comme dans la démonstration du théorème de Sturm. 

620. Soit 

dy 


l’intégrale première connue renfermant la constante arbi- 
traire a. On trouve, en différentiant, 


et, par suite, 


d 7 y dy d y 

djr 2 dy ^ dx* 


f <>■•*>=$' 


dy 

dæ 


Di flerentions par rapport à a cette nouvelle équation, elle 
donne 


ou bien 


d 7 y 
— dadjr 


dy dy d 2 y 
dy da da dx ’ 



ce qui est la condition pour que l’expression 


'h , ,l ? , 
d7, dy ~ Ta vl * 
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soit une différentielle exacte. On a donc pour l’intégrale 
générale 

f îOi ? rfj: )= c - 

[Journal de Liouville, t. XIV.) 

621. En appliquant la formule connue 

D" ( HP ) = HP (") 4- 

4- a (Pi pi"-! 1 ) 4-... 4- m("\ 

et prenant J (v) sous la forme 

/(p) = p(“) 4- A,p("-') 4- ... 4- A / ,p<'-' , > 4- ... 4- A„p, 

on reconnaît que (p} f ( v) s’obtient en formant la dérivée 
d’ordre p de f(u), pourvu qu’on y considère les indices de 
dérivation comme des exposants et qu’on y suppose la 
fonction v affectée de l’indice de différentiation o. Dans 
cette opération symbolique , les coefficients A,, A,, . . . , A p 
jouent le rôle de constantes. On trouve de cette manière 

/(p) = /ip<" - i > 4- [n — i) A, p 4- . . . 4- A n i p, 


. ( »-< )f (p) — n [n — i) . . . 2 p'4- (n — i). . . 2 .1 A,p, 

— n [n — i). . . 2 . I .p. 

La même loi de formation permet évidemment de déve- 
lopper 'f(uv), "f(uv ),... , (p) f(uv ),. . . , etc. M. Brassine a 
désigné l’expression Wf (v) sous le nom de conjuguée 
d'ordre p ou de conjuguée p iim * de l’ expression f(v). 
Observons que si l’on pose 

D" 4- À.D "- 1 4- ... 4- A / ,D"-P 4- ... 4- A„= ? (D) , 

on peut écrire symboliquement, 

/0) = t(D)./} 
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et il est facile de reconnaître qu’on a, pour toute valeur 
entière et positive de /?, 

Cette nouvelle forme de la conjuguée p iime de f(y) est 
remarquable. Elle permet de remplacer la relation (B) par 
celle-ci, analogue à la série de Taylor pour le cas des fonc- 
tions entières : 

ç( D). «v = u if ( D) . v -+- Dh j'( D] .v 4- . . . 

DP u D' 1 u 

-I »(E)(D).V-t-. . . H — o!“) (Dl.v. 

i . 2 . . .p i . 2 . . . « T ' 

On développerait évidemment de la même manière la con- 
juguée d’ordre quelconque 

f (D). uv. 

G22. i° Si l’on pose v=.y l dans l’équation (B) du nu- 
méro précédent, elle devient 

/(«/,)= Wf (y,) - ^ “ -+- . . . -h y, D 

et l’on voit que le second membre s’annule si l’on assigne 
à u l’une quelconque des valeurs 

c, c, x, c 2 x\. . c p — | xf~' ; 

il en résulte que l’équation linéaire 

/(y) = ° 

admet les solutions 

ey>, c, xy i,..-, c f _, xr-'y, . 

a 0 Soit fait u = x dans la même équation (B), elle se 
réduit à 
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En y substituai) t à v les valeurs y , , xy, , . . x r ~'yi , on 
voit que ces valeurs annulent 'f(o), d’où il suit que l’équa- 
tion linéaire 

f[y) = o 

admet les p — i premières solutions ( 2 ). 

Il suit de là que l’équation 

"Ar) = o 

admet les p — 2 premières solutions (2), et ainsi de 
suite. 

3° D’après l’hypothèse, 011 doit avoir 

/(*) = «. fh't) = o,. ... <-^/{r.) = o, 

d’où l’on tire, en vertu de l’équation (B), 

Or, pour toute puissance entière et positive de x inférieure 
à 71, mise à la place de 11, on a f(uy ,) “ o, c’est-à-dire que 
l’équation f(y) = o admet les solutions (3), et de plus la 
solution c„.iT n_l yi. 

Si l’on assimile les solutions (2) aux racines égales des 
équations algébriques, les propositions de ce numéro éta- 
blissent, entre ces équations et les équations différentielles 
linéaires, des analogies remarquables signalées par M. Bras- 
sine, auquel on doit d’intéressantes recherches sur ce 
sujet. (Stuum, Cours d.' Analyse, Note III de la deuxième 
édition.) 

623. On reconnaît d’abord que l’équation (1 ) admet la 
solution y, , pour n = 2. Afin de prouver qu’il en est de 
même dans tous les cas, de l’identité 

(2) D"y, -t- ^ " j A , L)»-' y, H- • • • + Ç j A , D-f y, + A, y ,= o, 
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supposée vraie pour n, on tire en différentiant 


j D^-'r. + A, D ^ ^ J j a^hh D'-//, +... 

+ ^ A', D’-rj-, h- . . . + A'„ x, — O . 

Multipliant par A, les deux term'es de l’équation ( 2 ) et 
l’ajoutant membre à membre à l’équation (3), on obtient 
une nouvelle égalité dans laquelle le multiplicateur de 
D "~ p y est égal à 





quantité qui se réduit à 



A 


/M-l 9 


en vertu des notations adoptées. Il en résulte que l’iden- 
tité ( 2 ) subsiste quand on y remplace n par m + i, c’est- 
à-dire que l’équation 

t»b r ) — o 


admet la solution , quel que soit n. 

Pour compléter la démonstration du théorème, il faut 
prouver que si l’équation ( 1 ) admet les solutions 

CT, , c, x/, . . . , r„_, x"~'y, , 

l’équation 

(4) ?.+i (r) = o 

les admettra aussi et sera satisfaite en outre par la solu- 
tion c n x"jf H suffit pour cela de chercher la conjuguée 
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'(fn+i (/), qu’on trouve égale à ny„ (j), eide se reporter à 
la solution du n° 622 ( 3°). 

On arrive au même résultat en prouvant généralement 
que si z désigne une solution quelconque de l’équation ( 1 ), 
l’équation ( 4 ) est satisfaite par la solution zx. Le premier 
membre de cette équation peut en effet s’écrire 


2 (7 , )a,d~-o, 

d’où résulte, en y remplaçant j - par zx, 


X ? „-H (Z) +(» + l)?„(z), 


quantité qui est nulle, puisque z satisfait à l’équation ( 1 ) 
et par suite à l’équation (4). On conclut de là que l’équa- 
tion <p s (j-) = o admet les solutions cy t et c, xy, ; puis, que 
l’équation tp 8 (y) = o admet les solutions c^, , c l xy i , 
Cj x'ji , et ainsi de suite. 


624. L’analogie indique là forme suivante : 

r r r dadbdc 

~ J JJ "*[(* — «)* + (r— b) 2 -h(z — cj’-t-...]/’’ 

p étant une indéterminée. On tire de là 


S-v/// 


dn db de . . 


[(x — «)’•+• (y — b / 4- (s — c) , 4-...]r +l 

, , , r r r • [x- «y dadbdc 

+ 4p(P+')J JJ- •[(*-«)»+( r _6 y M-(*-c)»+...r> î 

par conséquent, 


rf’V d 2 \ d 2 V 

dx‘ dy 2 dz 2 


r4 p ( p ■+■ o— y* /• 


da db de . . . 

[(x— a) 2 -t-(y — b) 2 - 4-(* — c)’-+- . . ,]r+> 
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Le second membre sera nécessairement nul , si l’on pose 

p — - — i ; la solution demandée est donc 

do db de. . . 


*«///• 

[a: — «)’-+*(/ — i) 1 4- (z — c)’ -4-. . .]'* 

625 ' f F (.r) cos nx dx 

xxj' ( A 0 + A, cos a; -+- A, cos 2 a; -4- . . . ) ca&nx dx; 

et comme J' cospx cosr/xdx est nui toutes les fois que 

les nombres entiers p et q sont différents l’un de l’autre, il 
en résulte 

X 51 ■ p* n 

F ( x 1 cos nx dx — A „ f cos 3 nx dx = — A„. 

Jo 2 

626. De l’égalité 


C. Q. F. î). 


/ , n sin nx 4- a cos nx „ 

e“ cos nx dx. = ; — ; — -, — c** -fc- C 


(v H- //* 


on déduit 


/•TT (ait — 3ÎT\ 

, . . fl V e — c ) 

I \ c " ■+- e - " 1 ) cos nxdx — — — cos n tc; 

Jo ~ ‘ ’ 


a 3 4- ri 1 


d’où 


ATT — < 

? . . e — e 

A„= - - I *(( ; 

7 T ' fl 3 -f- fl' 


Delà résulte immédiatement la relation proposée. 
627. Soit fait 


X — Tt, Cl = U 


Digitized by Google 



SOLUTIONS. 


369 


dans la relation précédente, elle donne 

ux — mît 

TT c -h e 1 u u 

— — ■ — — -f- — }— -f- • • • j 

2 e - u * 2 U u 7 4- i 3 iï-\-i 7 

ou bien 


UTT I 

TT 

_i_ 

__[ 

I 

| | 

2 rc 2 

/ 2 «TT \ 

“U — 0 

«*+ I 2 

U 1 -t- 2 2 


Remplaçons maintenant dans la même relation x par o, a 
par k, et retranchons le nouveau résultat de celui qu’on 
vient d'écrire, on trouve 


1 1 

4- 


4“ 2 „( c 0,t + I ) «*+«* «’+3* 

628. Faisons 

x = o 

dans la relation du n° 626, elle donne 


(N° 169. 


la- / — a *\ 

n — e ) 


a -+-l 2 a 1 -t- 2 2 n 3 -t- 3 2 fl 2 + 4 


“f- * 


• • 7T * 

Pour a = o, la vraie valeur du premier membre est — • 

1 12 

629. a désignant le rapport donné, l’angle du rayon vec- 
teur avec la tangente a pour tangente trigonométrique -• 
On a donc 


nlQ 

tir 



n a 0 

r = Ce 5 


équation delà spirale logarithmique. 


24 
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630. 



et en résolvant par rapport à y 


, . dr 

( a ' — 1 ) r -t- a'x 
v ,J dx 


= Xi. 


[ ( a’ — I )y 2 4- a' x’ ] 2 
L’équation intégrale 

[(fl* — î)^’ -4- a»*»]* = C±x 
représente des cercles. 


631 


. fxd* = ï ; 


et en différentiant, 

(x* + y')dx -- - 3 xydy. 

On trouve pour l’intégrale de cette équation homogène 

2 : 

x 1 — a y* = Cx 3 . 

632. Posons 


d’où 


(I) 


x 3/’ — x 3 
y 3x’ — jr*\ 


l'équation différentielle est donc, d’après la théorie des 
trajectoires orthogonales, 

, + 1 !l • g ( 3 r 3 — j 1 ) 

ilx j(3x J — y 1 ) 
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Cette équation homogène donne par l’intégration 
(x 7 -h y 7 ) 7 = C 7 xy, 

équation d’une lemniscate semblable aux proposées et dont 
l’axe est incliné de 45 degrés sur celui de ces courbes. 

Le problème des trajectoires orthogonales a beaucoup 
occupé les géomètres. Leibnitz le proposa en 1715 « pour 
tâter un peu le pouls à nos analystes anglais, » dit-il dans 
une lettre à l'abbé Conti. Le gant fut relevé par Newton 
et Taylor, mais le travail le plus approfondi sur cette ques- 
tion appartient à Euler. 

633. On trouve 

y 7 -4- x 1 — G — a 7 log.r’ . 

634. Soient 

(l) y 7 — {ax = o 

l’équation de l’une des paraboles, b' la surface constante; 
on a 

(ax) 7 dx = b 7 =~x (ax) 7 . 



Les relations ( 1 ) et ( 2 ) font connaître les coordonnées de 
l’extrémité de l’arc à laquelle s’arrête l’intégrale, et l’équa- 
tion 

2 xy = 3 b 7 , 

qui en résulte par l’élimination de a, est celle du lieu 
demandé. 


635. Soient b la longueur donnée, x* 4- /* = a* l’équa- 
tion de l’un des cercles, x, , J, les coordonnées d’un point 
du lieu; on a 


J C y ady 

\ —r = a 

0 (a 7 — y 7 ) 


■ 

larcsin — » 
a 


24. 
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■rj -i- y] — fl 3 . 

Eliminant a, il vient 

y b , 

arctang- = p ou rO — b . 

x [x' + y'Ÿ 

Cette dernière équation aurait pu s’obtenir tout de suite, 
car on a, pour les coordonnées polaires d’un point du lieu, 



r— a, 0 = ■ 

et, par suite, 

II 

CE? 

k 

636. Soit 

X 3 Y 1 


^ + T- = 1 


l’équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes. 
Celle de la normale au point (x, y) est 


çn posant 


a>X b ' Y _ 

* x 

a 3 — b 1 = à 1 1 


On en déduit pour la distance p du centre à la normale 
p = e'x 

d’où 

(l) e‘x‘ — (a 3 e 3 -+- p 1 ) e 3 x 1 -f- a 1 p' = o. 

Les racines de cette équation sont réelles, si l’on a 
(a) a—p>b. 

Cette condition remplie, l’équation (i) donne deux racines 
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pour x*. Désignant l’une d’elles par x’, l’autre par £*, on a 


ï 


p 5 + a’e 1 


*’ï’ = 


et, par suite, la relation demandée 

(3) a ' — a’ (j: 3 + Ç J ) + f’x’Ç 1 = o. 

Les deux points ainsi déterminés sont des points associés. 
La relation (3) peut s’écrire 

(a’ — x J ) (n’ — p) = (1 — e’Jx’Ç 1 , 

ce qui montre que si l’un des points parcourt le quart de 
l’ellipse en allant de l’extrémité du petit axe à celle du 
grand, l’autre parcourt le même arc en sens inverse. 

637. Si l’on désigne par x et £ les abscisses des points as- 
sociés m et p, on a les formules (n° 636) 


, , p’ -f- fl’e J a’p’ 

' e 1 e * 

(2) fl‘ — a’(x : + ?’) •+■ c’x’ Ç* = o . 


Soient s = B m l’arc d’ellipse qui part du sommet B du 
petit axe et qui aboutit au point variable m; a = Ap celui 
qui part du sommet A du grand axe et qui aboutit au 
point associé p ; l’équation de l’ellipse fournit les deux 
suivantes : 


ds =^ a2 *=5 dx > 

D’ailleurs, on tire de l’équation ( 2 ) 

4 / ~ S* » . / a> — ^ . 

X-I, y a’-c’Ç', 4 — Va’— f’jr*’ 


donc 


, adx 

as — j 

? 


do — 

x 
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adx ad\ 


ds — da — 


{ 


D'un autre côté, les équations (i) donnent par la diffé- 
rentiation 

dx d% pdp dp 


d’où 

On en conclut 


Ç x e'x\ a 
ds — du — dp . 


(3) s, — S — (or, — a) z=p, — p, 

où l’on a 

f, = Bot,> Bm, o-, = Aji, > Afi. 

La relation (3) est précisément celle qu’il fallait dé- 
montrer. 

Si l’on y fait x = o , elle donne 
Bot, = Afi,; 

la proposition qu’exprime celte égalité est connue sous le 
nom de théorème de Fagnano. 

(Le Besgue.) 

G38. Soit ^ le rapport donné ; on a 

y*=î(— ,j). 

Différentiant et prenant ^pour variable indépendante, il 
vient 

/ a d'x 

\ dy y b ^ dy ’ 
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Faisons — - = t et intégrons, il viendra 
dy 


Cy 6 = (H-/’) 2 -f -t, 




et enfin 


aCx -+- C*= b 


b — a b -t- a 


Ce problème, le cas le plus simple des courbes de pour- 
suite, revient au suivant : (Jn point mobile A parcourt une 
droite PQ avec une vitesse constante a ; il est poursuivi par 
un autre mobile B animé d’une vitesse b-, on demande la 
courbe décrite par B en supposant que la position initiale 
de ce point ne soit pas sur PQ. 

639. On trouve 


dx = dy \t' 5 ^ " — i / ’ 

équation toujours intégrable si n est entier. Pour n = 2 , 
on a une cycloïde; pour n — 1 , un cercle. Lorsqu’on sup- 
pose n = — 1 , l’équation devient 


d’où l’on tire 


(c\r 2 -0' (r’-a 1 ) 1 


■= - \e a -t-e a ) = 0 . 


La courbe est donc une cbainette. 

640. Prenons le point A pour pôle ; le rayon de courbure 
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un un point quelconque a pour expression, au moyen des 
coordonnées polaires, 

('•’-» -P'V 


p = 


en posant 


r 1 -+- a/;* ■ 


tir 

TTo =fJ ' 


rpdp 

tir 


La condition du problème revient-d’ailleurs à dire que 
la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est 
à ce rayon vecteur dans un rapport constant. 11 eu résulte 
l’équation 


/>’ — rp -+- a ( r 1 ■+■ p* ) = o, 


qui peut s écrire 


p ( rtlp — ptlr) ^ r 


Elle devient 

en faisant 

par suite, 
et enfin 


r 2 H- p> 


r 7 -\- p % 


: cuir. 


a a tlu tir 

=2 a — » 


P -=u; 

r 


r" = b*(i + a*), 

bdr 

d 0 = • 


r(r M — b'Y 

Cette dernière formule s'intégre (n° 398) et donne 

r" cos a ( 0 — u) = b. (N° 599.) 

64-1. Ce problème se résout sinjplemcnt en définissant la 
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courbe, d'après Euler, par une équation entre le rayon de 
courbure p et l’angle <p que fait ce rayon avec une direc- 
tion constante. Soit donc 


P = F (?) 

l’équation de la courbe, cp étant l’angle du rayon de cour- 
bure avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous 
supposerons que celte droite est l’axe des x. On voit sans 
peine qu’on a 

ds = pdy 9 

et comme 


dy 

à = tan * 


/ d x'\~ 1 

dx — ds ( i -t- J — p cosij df, 


dy = p sin <p dy. 


Ces deux dernières équations feront connaître j ety en 
fonction de <p. D'ailleurs, si p, et cp, sont les coordonnées 
du point de la développée correspondant au point qui a p 
et cp pour coordonnées, on a 


d’où 



df i = df ; 


et comme l’élément de la développée est égal à do, on a 
aussi 

dp — p,d fi — p,df. 

Si la développée est semblable à la courbe, n étant le rap- 
port de similitude, 

P < = »P> 

et, par suite, 

— — ndf, p = A e" 

P 
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Si l’on porte cette valeur de p dans celles de dx et de djr, 
ou obtient les équations intégrales 


Ae n ? . . . 

x — a = t (sin f n cos 7 ), 

Xe"? 

X b — (« sin 7 — cos ? ), 


en appelant a et b deux constantes arbitraires. Faisons 
[(* — «)•-!- {jr — b )*]’ =r, 


y — b 1 

= tang0, - = tangw, 

jc ~~~ ci n 


il viendra 


r — — — - = A sinwc ,ane “, 

(i + "V 

. sin® — cos® tangw , . 

tangfl = -r—^— — = tang( 7 — w) ; 

sm 7 tangw + cos 7 


et, par conséquent, 

0 = 7 — w, 


r = A sinw e tan B M . 


Cette dernière équation est celle d’une spirale logarith- 
mique dans laquelle le rayon vecteur fait avec la tangente 
l’angle m. 


642. On trouve 

dy =: (n’ K’x u ~ 1 — 1 }* d.r. 

La cycloïde et la développée de la parabole sont des cas 
particuliers de la courbe cherchée. 

643. Soit en général une courbe HR qui roule sur une 
droite Ax située dans son plan ; pour trouver le lieu décrit 
par un point O de ce plan invariablement lié à la courbe, 
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je la suppose rapportée à ce point comme pôle et à la droite 
quelconque OP comme axe polaire. La droite OP est aussi 
invariablement attachée à la courbe. Soient r et 0 les coor- 
données polaires du point M où la courbe touche l’axe des x, 
la relation qui les lie est exprimée par une équation 

(.) . F(r,«) = o. 

x et y étant les coordonnées du point O, on a aussi (n°240) 

( 2 ) 

et 

( 3 ) 


dx rdO 

tangOMX = - = — , 

dy dr 


OQ —y = r- 


rdO 


{ dr 7 -t- r , dQ i j 7 

Le lieu s’obtient en éliminant 0 et r entre les équations (i), 
(a) et (3). 

En appliquant ici ce calcul, il vient 


ont 

*- L© _, J dr - 


Si m = — i, la courbe mobile est un cercle dont un point 
est situé au pôle; on retrouve la cycloïde. 

Pour m — -, la courbe mobile est une parabole qui a son 

foyer en O; ce foyer décrit une chaînette. 

Pour m = a, le point O, centre d’une hyperbole équila- 
tère, décrit une courbe dont l’équation dilïérentielle 


dx — ■ 


y'dy 


(«'-r 1 )’ 

est celle d’une courbe élastique rectangulaire (n°* 557 
et 603). 
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644. Le plan normal au point x,y, z a pour équation 

(X — x)dx -+- (Y — y)‘h ' ■+■ (Z — z) dz = o, 

et la distance de l’origine à ce plan est 

x. dx -f- ydy zdz 

ds 


L’origine étant le centre de la sphère donnée de rayon a, 
on a donc « 


d’où 


ads — xdx -4- y dy -t- zdz, 


s = CH — — (x 1 -t- r 7 -+- z’L 
2 a 


C. Q. F. D. 


645. Cherchons d’abord l’équation delà courbe en sup- 
posant, pour plus de généralité, qu’il s’agit d’un cône quel- 
conque du second degré, dont l’équation est 


(0 




o. 


En un point (.r, y, z) situé à une distance r de l’ori- 
gine, le cosinus de l angle formé par la génératrice et la 
tangente sera 


( a ) 


xdx -4- ydy -t- zdz 
rds 


= NI 


dr 

ds’ 


ni étant une constante. Les équations (î) et ( 2 ) se trans- 
forment au moyen des formules connues 

x = r sin0 cosy, y — rsinS sin<p, z — r cosfl, 
et deviennent 

r 1 sin’9 cos s ® r 7 sin J 6 sin’œ r ! cos’9 

(3) ï + -r—1 = 0 , 


(4) dr 7 = m 7 ds 7 — m 7 [dr 7 -+- r 7 dû 7 -4- r 7 sin 7 6)dy 7 . 


\ 
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L’équalion (3) nous donne 


sin’6 = 


a' b' 


a} b' 1 -4- c'p 1 


en posant, pour 

abréger, 


(5) 

p 2 — a’ 

sin 7 <f -+- b 1 

On tire de là 



r/9 = 

abcdp 

nbc [b 1 


à'b*-\-c'p* p (a* b' -+- c’p*) 


Substituant les valeurs de sinOet de dQ dans l’équation (4)> 
elle prend la forme 


( 6 ) 


dr abm ? ^p , [a‘ b'+c'p*) -t-c 2 ( b 1 — a 2 ) 2 sin 2 ÿ cos’y 

r ~ y/i — /«* Ÿ p(a'b' + C*p>) 


où l’on suppose p remplacée par sa valeur (5). 

L’équatiou (6) s’intégre au moyen des fonctions ellip- 
tiques. Lorsque a — b, p — a, etc., on a 


log- = ±: 


ou 


f i y / 1 — w’ y/« 2 •+• c 2 




1 =± X o, 


L’équation (3) se réduit alors à 


a 

tangO = -> 

et la projection de r sur le plan des xy étant égale à rsin0, 
il en résulte que la projection de la courbe sur le même 
plan est une spirale logarithmique. On voit par 1 équa- 
tion (a) que la courbe cherchée est rectifiable. 

646. Soient x,, j,, z„ x„ /„ z,,x a , y s , z s les coordon- 
nées des extrémités des diamètres par lesquelles on mène 
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des plans tangents à l’ellipsoïde dont l’équation est 


x 3 r 3 s’ 


Ces plans tangents ont pour équations 


(«) 


.rx. 


XX j 

a’ 


4 3 

rr« 

■XTj 
b 3 ' 


zz, 

c’ 

zz, 




D’ailleurs, la ligne qui joint le centre au point (x, z) 
est la diagonale d’un parallélipipède dont les arêtes sont 
les trois demi-longueurs des diamètres considérés. La pro- 
jection de cette diagonale sur un axe quelconque étant égale 
à la somme des projections des trois arêtes sur le même 
axe, on a 

i = z, + Zi+Xj, y = y, + y, + y„ z = z, -i- z, -h z,- t 

et par suite, en ajoutant les équations (i), 

x 1 r’ z’ 

+ ^ + 

6i7. L’ellipsoïde ayant pour équation 

x 3 r 2 z 3 

+77 H j = 1 ■ 

a 3 b 3 r 3 

si on le coupe par le plan représenté par 
lx my -f- nz = o, 

les demi-axes principaux seront les racines de l’équation 
n 3 / 3 b’m 3 c ’« 3 


r 3 — a 3 r 3 — 6’ r 3 - 


(N° 220.) 
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D’un autre côté, x,j, z désignant les coordonnées de A 
ou de B, on voit sans peine qu’on a 

x = lr, y — mr , z : . nr. 

L’équation de la surface est donc 

a'x 2 b 2 y 2 r 2 z 2 

_l t l. n 

r 2 — a 1 r* — b 2 r 2 — t 2 ’ 

dans laquelle 

r'z= x'+y 2 + z\ (N® 323.) 

648. Les deux sphères ont pour équation 
x 2 -t-j'’ z 1 — h 2 , (x — <*)’ + (/ — è) ! + (z — c) 1 = A’. 

L’équation d’un plan tangent à la première au point 
(x t , z,) sera 

(i) xx, -4- yy, -+- zz, — A’. 

Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde 
au point (x,, y t , z ,), on a les relations 

x, x , ■+■ y, y-, z, z 3 = h 2 , 

x , — a y , — b z , — c 

x, y, ~ i, ' 

d’où l’on tire 

x, — a y, — b Zj — c _j_ A h 2 — ( ax , -t- by, 4 - cz, ) 

x, ~ y, ~ z, h ~~ h 2 ’ 

par suite, 

(a) a.t, -t- by, -+- cz, = h (h ± A). 

La question revient à trouver la surface enveloppe d’un 
plan dont l’équation est (i), les paramètres x, , y t , z, de- 
vant satisfaire à l’équation 

(3) x] -l-yî -+- z\ =A’, 

et à la relation ( a). 
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Difïérentiant les équations (i), (3), (2) par rapport aux 
paramètres, il vient 

(4) xdr, -f- ydy, -+- zdz, = O, 

(5) x,dx, -h y, dy t z, dz, = 0 , 

(6) adx , H- bdy x ■+ cdz t = o . 

Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir 
multiplié la première par X et la seconde par p, X et p 
étant deux indéterminées, puis égalons à zéro les multipli- 
cateurs des différentielles; nous trouverons ainsi 

lx — p.r, -4- a , ).y—py,-hb, Xz = [iz,-i-c. 

Ces relations, multipliées respectivement par x, y, z et 
ajoutées, donneront 

)./(’= fi/r -t - h[h± k) . 

Tirant p de là, on obtient enfin, eu égard à la symétrie 
des calculs, 

X — x, y — y, _ _z — z _ 

ha — (/1 zfc k)x, hb — [h dz k) y, hc — (h zt X)z, 

Ces trois rapports ont pour valeur commune 

x 1 -f- y’ -t- z' — h* 
h(ax -h by -h cz) — ( h dz k) li 1 ’ 

et aussi 

ax -4- by -t- cz — h [h ziz k) 
h (a 2 — t— — t— c 1 ) — h (lt ± X - )* 

Il en résulte l’équation 

( x ’ -t- 4- z’ — + 6» -1- c»— (A dz k ) J ] 

= [zrx -+■ by -h cz — /i(A dz k) ] 2 

Elle représente deux cônes, comme on pouvait le prévoir. 
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649. L’équation du plan normal à la courbe au point 
(or, y, z) est la suivante : 

X Y Z 

(i) a 7 [ b 7 — c 7 ) h i , (c 5 — a 7 ) 1- «^(a 1 — b 1 ) — = o, 

x y z 


x, y et z étant liées par les deux relations 


<») 

(3) 


x 7 -t- y 7 -4- z J = r 7 , 

x 7 r 1 z’ 

‘-TT ■+■-,= t- 


Différentiant ces trois équations par rapport à x, yetz, 
nous aurous 


(4) «’(*’ 

(5) 

( 6 ) 



tlx ■+■ b 7 {c 7 — »’) — j dy - f 



xi/x -4 - ydy -4- zdz — o, 


x tlx y dy 

h —r^ -4- 

a‘ b 1 


zdz 

c 1 


O. 


En faisant usage des indéterminées X et p comme dans le 
numéro précédent, on trouve 

a 7 {b 7 — c 7 ) p -blx -h a^ t = o, 

5’ ==0 ’ 

Z z 

c*(a 7 — b 7 ) - -t- la -4- p — = o . 
z* «’ 


Multiplions respectivement par x, y, z ces dernières équa~- 
tions, et ajoutons les résultats, il vieht 

).r 1 -+- p = o; 


et, par suite, 



7 * — 


4‘ C’ - v 
l r 7 — b 7 ’ 


X* 


c' a 7 — b 7 ^ 
T r 7 — c 7 Z 


25 
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D'ailleurs, de la combinaison des équations ( 2 ) et (3) on 
déduit 





1 

c’ 



= 


et en substituant à x, y, z leurs valeurs tirées des équa- 
tions précédentes, on arrive à un résultat de la forme 



— o . 


Cette équation homogène par rapport aux variables 
représente une surface conique, résultat facile à prévoir 
puisque tous les plans normaux passent par le centre de la 
sphère. 


650. Prenons le point fixe pour origine des coordonnées, 
et soient 

f{x,y,z)— O, z)=:o 

les équations des deux surfaces, a , £, c, étaut les coordon- 
nées du point M, a', b\ d celles du point M', on a 

(l) f[a,b,r)z= o, 

(a) F(o', b', d) — o. 


D’ailleurs, 


OU na' -+- bb' -+- cc' 
cor MO H = — = ÔmTÔM' ’ 


et, par suite, 

(3) na' -4- bb' -+■ cc' — /•’. 

Ou trouve aussi 


OH': 


F L ,dŸ ,d F 

a m + b W + c d? 




Digitized by Google 



SOLUTIONS. 387 

Or, si l’on considère a, b, c, a , b', é comme variables dans 
les équations ( 1 ), ( 2 ), (3), il vient, en différentiaut, 


df , df ,, df , 

— dn H — 77 dit — de : 

du do de 


O, 


dF j , f/F », ,/F , , 

M da + db' db + d? dc 


0 , 


a! da b' db -+- c' dc -+- ada' -+- btlb' H- rdc' — o . 


Employons ici, comme dans le numéro qui précède, les 
multiplicateurs indéterminés \ et /x, il viendra 


d 

if 

è' = s xÿ. 

Il 

da 

db 

de 

dY 

, rfF 

d F 


b = ' l db ' ’ 

c=li d?- 


Les trois dernières équations font voir que les directions 
de OM et de OH' coïncident. Elles permettent de mettre 
OH' sous la forme 


OH' = ~ , d’où OM . OH' = X 1 . c. q. r. d. 

OM 

Les surfaces qu’on vient de considérer ont été nommées 
réciproques par M. Mac Cullagli. 

Il est facile de voir que la surface réciproque d’un ellip- 
soïde est un autre ellipsoïde. 

651. Soient x, , j t , z, les coordonnées d’un point M 
de la surface P, ; l’équation d’un plan tangent à la surface P 
au point z') et passant en M sera 



avec les conditions 




x' x, y' y 1 z'z, 'a ? 1 r’’ z' 1 

i + — H 1 = 1, 1- 1 — 1 . 

a» 0 ‘ c 1 a 3 b % c‘ 

25. 
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Le cône qui a son sommet en M peut être considéré 
comme la surface enveloppe de ce plan. 

Pour obtenir l’équation de cette surface, différentions 
les trois équations précédentes par rapport à x , y\ z ' ; 
nous en déduirons 


(») 

X=\x' -t- flj-, , 

(2) 

y = lr'+tiy,. 

(3) 

z = X z' -+- pi,, 


X et p étant deux facteurs indéterminés. 

x‘ y' z' 

Multipliant (i) par —, (a) par (3) par — et ajou- 
tant, on trouve 

(4) i = i -t-f». 

Multipliant de nouveau (i) par (a) par (3) par - t 
et ajoutant, il vient 

(5) A -t- 1 = 1 -t- p(B -t- î), ou A = ftB, 
en posant, pour abréger, 



Multipliant enfin (î) par’^~, ( a ) par^, (3) par et fai- 
sant 



nous obtiendrons . 

(6) B -t- i = 1 -+- p(A, *4~ ij , ou B = p A,; 

par suite, 

AA, = B 1 , 
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c’est-à-dire 



c’est l’équation du cône dont le sommet est en M. 

Pour tout autre cône dont le sommet est sur la surface P, , 
la quantité 



aura la même valeur, puisque P et P, sont concentriques, 
semblables et semblablement placés. Si donc on retranche 
l’équation (7) de l’équation du cône dont le sommet serait 
au point x t , z t , ce point étant sur P, , on trouvera 



Cette équation, à laquelle satisfont les coordonnées des 
points communs aux deux cônes, se décompose en deux 
équations du premier degré. c. q. f. d. 

Les plans qu’on obtient ainsi ont pour équations 


*1 — ■*> , Xx — Xj , "l — 

x 1- y - — — — I- z 

a ' " b 7 c 7 




b 7 

Xx+Jj 

b 7 


— o , 


Z, -t-z, 

z : — — o. 


La condition pour qu'ils se coupent à angle droit donnerait 


’ v 2 z 7 
2 , J 2 . Z 7 


a' b ' c 7 a' b 


c’est-à-dire que les divers sommets doivent se trouver sur 
un troisième ellipsoïde, concentrique aux deux autres, sem- 
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blablemenl placé, et dont les axes soient proportionnels 
aux carrés des axes de ceux-là . 


652. Soit M (x, y, z) un point de la surface de sépara- 
tion S dont l’équation est 

l 

?(*•> r, *) = °; 


les cosinus directeurs de la normale MN en ce point sont 
donnés par les formules 


où 




n 



v» _ fV 

dx 7 


d tp 3 

dy 2 


d s» 1 

Hz 7 ' 


Soient en outre «, ê, y les cosinus directeurs du rayon 
incident qui aboutit en M, et qui rencontre en un point p 
'(£, r h £) J® surface S à laquelle tous les rayons incidents 
sont perpendiculaires. Posant 


pM = h, 

on a 


(1) Ç — x — Z h, n — y — fj h, Ç — z — yh. 

Si a,, ë l5 yi sont les cosinus directeurs du rayon réfracté 
qui passe .en M; , yj, , les coordonnées d’un point p, 
pris sur ce rayon à une distance de M égale à /i, , on a aussi 

(2) ïi — xr=za,h lt n,—y—S,fi t , Ç, — z=y,fi,, 

et il s’agit de prouver qu’on peu l déterminer ù, de tel le sorte 
que les rayons réfractés soient normaux au lieu des points p,. 
Or, en dilférentiant les équations ( 1 ), on en tire 

de, = dx -f- adh ■+- fidot, dy — dy -h èdh -f- hd S, 
d$ = dz -h ydh -+- hdy , 
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et par suite, 

ad\ -+- 6rf«i -+- y d Ç = adx 4- 6 dy - 4 - ydz -t- dh — o , 

puisque la droite pM est normale à la surface Z. Les équa- 
tions ( 2 ) donnent de même 


(3) a,d\, -t- S.rfi), -t- = a, de -t- tyty~\- y ,dz -+- dh,. 

D’un autre côté, la première loi de' la réfraction exige 
que le plan qui renferme le rayon incident et le rayon ré- 
fracté contienne la normale en M. On exprime ce fait en 
écrivant que l 'axe du 'plan pMN est parallèle à celui du 
planp,MN; c’est-à-dire qu’on a, i désignant l’angle d’in- 
cidence, r celui de réfraction, 

ê« — ynt 6 ,n — y ,m yl — an y, l — a,n 

sini sinr ’ sini sinr ’ 

am — 6 / a,m — 6 ,/ 
sim sinr ’ 

d’où 

(4) =— !?-=■■■"— ; 

a — a, k <5 — ê, /■ y — y, k ’ 

A est ici l’indice de réfraction. 

Comme on a 

Idx -t- ni dy -t- ndz — o , 
on tire des équations (4) 

adx -t- Sdy H- ydz = / (a, d.r 4- è,dy -t- y, dz) — — dh, 


ce qui transforme la relation (3) en la suivante, 

-4- 6,f/r), -t- y,dç, = ~ -+- dh, . 

n 

« 

Il suffit donc qu’on ait dh , = -j- pour que les rayons ré- 
fractés soient normaux à la surface des points p,,çt par suite 
à toutes les surfaces parallèles. 
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Ce théorème remarquable a été trouvé par Malus, dans 
le cas particulier où les rayons incidents émanent d’un 
même point. M. Dupin l’a démontré généralement. 

633. Prenant le point donné pour origine et la ligne don- 
née pour axe des .r, l’équation de l’une des sphères sera 

.r’ -+- y 2 -f- z 2 = 2 (ix. 

Si l’on désigne en outre par^->^- les dérivées partielles 

relatives à la surface inconnue, on' est conduit à intégrer 
l’équation 

' dz r 1 -t- z 3 — x 2 y dz 

— ■ - r I = 0. 

dx ixz z dy 

On trouve 

X 2 -h y 2 -h Z 2 Z(f f • 

«»• *(£■ •£) = ■>• 

655. On trouve tout de suite, en prenant A pour origine 
et A 15 pour axe des z , 


dz dz i- 

X y - — a{x 2 +y 2 -h z’) J . 

dx 


dy 


L’intégrale de cette équation aux différentielles partielles 
est la suivante : 


' [(■*’-+- J 4 + »’)’ + *] = * (jV 

656. x -4- z — mx, y -f- z — = ny. 
dx dy 

On déduit de là 

dz — ( m ~ ')xdx { n — l ) ydy 

z z 
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et en intégrant, 



z‘~= [m — 1 } x* * 4 - ( /? - — 1) y' 1 H- C. 

657. L’équation qui donne, en général, les rayons de 
courbure principaux d’une surface est, en adoptant les no- 
tations connues, 

p’(/V — .v’) — p( I -+-/>’+ 7 ’) [(1 -4-/I 3 }/— ipqs -4- (1 -t- <l’)r) 

, -4- (1 —H />* -t- «y ’) 1 = °- 

Il en résulte qu’on a, pour la question présente, 

(1) (1 -bp^t — O./jr/s-h^ + fj')r=o, 

et 

( 2 ) * = ?(•*’ +J’)> 

l’axe des z étant pris comme axe de révolution. Si, pour 
abréger, on représente x’ 4- y' par a, et qu’on tire de 1 é- 
quation ( 2 ) les valeurs de p, (/, r , s et t pour les porter 
dans l’équation (t), on trouve 


■ +„(■;*)•= o. 

a 7 } z/cc \«a/ 

En intégrant une première fois, il vient 

dy 1 


da' a t Ca — 4 I 


ou, en posant a — ii*, ^ = «*, 


r/u? — 11 1 


On déduit de là 


/ * -+- C' t + C'\ 

ii=-\c " -f-c— “ )> 


I A. 


|WJ 

? wf la 


Jy^t) 

26 




?yii 


i 


k 


rtëWTÆF 

I 

W 
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ce qui démontre que la courbe génératrice de la surface est 
une chaînette. 

■* . ... >• •- v- . •** l^-qf 

Ce problème est un cas particulier de celui où l’on de- 
mande la surface de révolution dont la courbure moyenne 
est constante, surface qui jouit aussi de la propriété de cir- 
conscrire un volume donné sous une aire minimum. M.De- 

launay a donné une élégante solution du cas général en 
prouvant que la courbe méridienne de la surface est celle 
qu engendre le foyer d’une ellipse ou d’une hyperbole rou- 
lant suri axe des z. Quand la courbure moyenne est nulle, 
la courbe roulante est une parabole. ( Journal de Liou- 
vittél t- VI. ) 
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